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QCD-Instantonen am LHC
Theoretische Aspekte

Instantonen sind nichtperturbative, topologisch nichttriviale Feldkonfiguratio-
nen, die in jeder nichtabelschen Eichtheorie auftreten. Sie kénnen als Tunnel-
prozesse zwischen Vakua unterschiedlicher topologischer Quantenzahl interpre-
tiert werden. Obwohl Instantonen ein grundlegender theoretischer Bestandteil
des Standardmodells sind, steht ein direkter experimenteller Nachweis ihrer
Existenz bisher noch aus. In dieser Arbeit wird das generelle Entdeckungspo-
tential von QCD-Instantonen am LHC mit Hilfe der Instanton-Storungsrech-
nung studiert. Hierbei kommt dem Ubergang vom fithrenden Instantonprozess
bei HERA zum entsprechenden Prozess am LHC besondere Bedeutung zu. We-
sentliche Aspekte und Unterschiede zur tief-inelastischen Streuung erschlieflen
sich bereits bei der Untersuchung des einfachsten Instanton-induzierten Pro-
zesses. Aufbauend auf den dabei gewonnenen Erkenntnissen wird anschliefend
die Emission von Endzustandsgluonen bei der Berechnung inklusiver Wir-
kungsquerschnitte mit einbezogen. Im Vergleich zur tief-inelastischen Streuung
wird hierbei eine erhebliche Anhebung des Wirkungsquerschnittes festgestellt.

QCD-Instantons at LHC

Theoretical Aspects

Instantons are nonperturbative, topologically nontrivial field configurations,
which occur in every nonabelian gauge theory. They can be understood as
tunneling processes between topologically distinct vacua. Although being a
basic theoretical aspect of the Standard Model, a direct experimental verifica-
tion of instanton processes is still lacking. In this thesis the general discovery
potential for QCD-instantons at the LHC is studied in detail by means of
instanton perturbation theory. In this context the close correspondence bet-
ween the leading instanton induced processes at HERA and at LHC becomes
important. Essential aspects and differences to deep inelastic scattering can
already be revealed by studying the simplest process. Based on these results
inclusive cross sections are calculated including the emission of final state glu-
ons. Compared to deep inelastic scattering, a large enhancement of the cross
section is found.






Inhaltsverzeichnis

Einleitung

1

Grundlagen der Instantonphysik
1.1 Vakuumstrukturen von Yang-Mills-Theorien . . . . . .. .. ... .. ...
1.1.1 Topologie und Eichtheorien . . . . . . .. ... ... ... .....

1.2

1.1.2 Die axiale Anomalie
1.1.3  Feldkonfigurationen
Perturbative Methoden . .
1.2.1 Die Dichteverteilung
1.2.2  Externe Felder . .
1.2.3 Die Valley-Wirkung

Instantonen und der LHC

2.1
2.2
2.3

Zusammenbruch der Valley-

Wirkung . . . ..o oo

Instantonen in tief-inelastischer Streuung . . . . . . . .. .. ... ..
Neue Wege: Instantonen am LHC . . . . . ... ... ... ... .. ....

2.3.1 Allgemeine Aspekte
2.3.2 Ereignis-Signatur .

Exklusives: Der einfachste Prozess

3.1

3.2

3.3

Definition des Prozesses .

3.1.1  Amplitude bei Emission eines virtuellen Photons . . . . . . . . . ..

3.1.2 Integration iiber die

Instantongrofe . . . . . ...

3.1.3  Analytische Fortsetzung . . . . . . .. .. ... .. ... ...

3.1.4 Amplitudenquadrat

3.1.5 Hierarchische Strukturen . . . . . . . . . .. . . . ... .. ... ..
3.1.6 Interferenzen und W-Emission . . . . . . . . . . . ... ... ...

Gruppen-Integration . . .
3.2.1 Allgemeine Regeln

3.2.2 Rekursives Losungsverfahren . . . . . .. ... ..o 0oL

Wirkungsquerschnitte . . .

3.3.1 Parametrisierung des Phasenraum . . . . . . .. . ... ... ..
3.3.2 Kontraktion des Amplitudenquadrates . . . . . . .. .. ... ...

3.3.3 Dominanter Beitrag

vii

25
25
27
30
30
32

35
35
36
38
39
40
43
45
47
48
20
52
52
54
25



Inhaltsverzeichnis

B

3.3.4 W-Emission . . . . . . . . ..
3.3.5 Unterdriickung der Interferenzen . . . . .. ... ... ... ....
3.4 Faktorisierung und die Crossing-Symmetrie . . . . . . . . . . .. ... ...
3.4.1 Fundamentaler Subprozess . . . . . . . .. ... ... .. ... ...
3.4.2 Bezug zum tief-inelastischen Fall . . . . . ... ... ... ... ..

Inklusives: Uber den Sattelpunkt

4.1 Inklusive Instanton-induzierte gg-Streuung . . . . . . . ... ... L.
4.1.1 Eingrenzung der Problemstellung . . . . . . . ... ... ... ...
4.1.2  Einteilchen-inklusiver Wirkungsquerschnitt . . . . . . . . . . . . ..
4.1.3 Vorwiartsstreuamplitude . . . . . .. ..o

4.2 Sattelpunktsndherung . . . . . . . ...
4.2.1 Vorbereitungen . . . . . . .. ... o
4.2.2 Sattelpunktslosung . . . . . ..o
4.2.3 Vergleich zwischen zeitartiger und raumartiger Losung . . . . . . .
4.2.4  Wirkungsquerschnitte . . . . .. .. ... L oo

4.3 Diskussion . . . . ...

Zusammenfassung

Konventionen und ldentitdten

A.1 Eichfelder und Wirkung in Minkowskimetrik . . . . . ... ... ... ...
A.2 Sigma- und Gamma-Matrizen in Minkowskimetrik . . . . . . . . . ... ..
A.3 Sigma-Matrizen in euklidischer Metrik . . . . . . . . . .. ... ... ...
A.4 Spinoren und Polarisationsvektoren . . . . . . . ...

Gruppenintegration

Literaturverzeichnis

Danksagung

vi

100
100

101
103
113



Einleitung

Seit ihrer Formulierung vor iiber 30 Jahren hat sich die Quantenchromodynamik (QCD)
als nichtabelsche Eichtheorie zur Beschreibung der starken Wechselwirkung inzwischen
auBerordentlich erfolgreich etabliert. So besteht lingst weitestgehende Einigkeit dariiber,
dass Hadronen aus Quarks aufgebaut sind, welche neben ihrem Flavor auch Color-Frei-
heitsgrade aufweisen, die die Ursache fiir den Austausch starker Wechselwirkungen iiber
Gluonen sind. Das gewonnene Vertrauen in die Theorie beruht nicht zuletzt darauf, dass
sich harte Streuprozesse mit kurzen Zeit- bzw. hohen Impulsskalen wegen der asympto-
tischen Freiheit der QCD in einer Stérungsreihe beziiglich der Eichkopplung berechnen
lassen. Die so vielfach bis in héhere Ordnungen berechneten Wirkungsquerschnitte und
Zerfallsraten stimmen in beeindruckender Genauigkeit mit den experimentellen Befunden
iberein.

Trotz der unbestreitbaren Erfolge der perturbativen QCD lassen sich auch viele ha-
dronische Phénomene, wie das Quark-Confinement, die Generierung einer dynamischen
Quarkmasse oder der Hadronisierungsprozess selbst, mit storungstheoretischen Methoden
allein nicht erklaren. Das liegt zum Teil daran, dass fiir diese nichtperturbativen Prozesse
Impulsskalen relevant sind, bei denen die Eichkopplung a; nicht lénger klein genug ist,
um als perturbativer Entwicklungsparameter zu dienen. Als komplementére Methode dazu
hat sich die inzwischen nicht mehr wegzudenkende Gitter-QCD etabliert. Sie stellt derzeit
in vielen Fillen das einzig adequate Mittel zur Behandlung nichtperturbativer Phénomene
dar und hat sehr zu deren Verstdndnis beigetragen.

Abgesehen davon werden in der QCD aber auch Prozesse vorhergesagt, die sich un-
abhdingig von der Grofle der Eichkopplung prinzipiell nicht im Rahmen einer normalen
Storungsreihe berechnen lassen. Diese Prozesse werden durch topologische Fluktuationen
des Gluonenfeldes verursacht und stehen in engem Zusammenhang zur axialen Anoma-
lie [1], die in masseloser QCD die Chiralitit verletzen [2]. Ahnliche Fluktuationen des Eich-
feldes existieren auch in der elektroschwachen Theorie und sind dort fiir B+ L-verletzende
Prozesse verantworlich.

Ein wichtiger und einfacher Vertreter solcher Eichfeldfluktuationen sind sogenannte In-
stantonen [3], die in jeder nichtabelschen Eichtheorie auftreten. Hierbei handelt es sich
um semiklassische Feldkonfigurationen mit topologischer Ladung Q)7 = 1, die in euklidi-
scher Metrik die Wirkung lokal minimieren. In Minkowskimetrik konnen Instantonen als
Tunneliiberginge zwischen benachbarten, topologisch unterschiedlichen Vakua interpre-
tiert werden [2,4-6], deren Tunnelamplitude 7) ~ exp (—%) exponentiell unterdriickt
ist [2,5,6]. Wegen der axialen Anomalie werden in masseloser QCD durch Instantonen
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FEinleitung

linkshéindige Quarknullmoden vernichtet und rechtshiindige erzeugt.! Als ein wesentlicher
nichtperturbativer Aspekt der QCD sind Instantonen zudem ein vielversprechender Kan-
didat fiir verschiedene QCD-Phénomene, die sich mit rein perturbativen Methoden nicht
erkldaren lassen. So konnte beispielsweise das beriihmte U(1)-Problem, welches in direk-
tem Zusammenhang mit der axialen Anomalie steht, von 't Hooft [2,5,7] gelost werden.
Desweiteren spielen Instantonen eine wichtige Rolle im Hadronisierungsprozess [8—-10] von
Quarks und Gluonen und gelten insbesondere als eine der Ursachen fiir die spontane chira-
le Symmetriebrechung in der QCD und die Erzeugung dynamischer Quarkmassen [11,12].
In tief-inelastischer Streuung sind sie ferner mitverantwortlich fiir die Saturation der Gluo-
nenverteilung bei kleinem Bjorken-zp; [13-18].

Obwohl Instantonen damit ein wesentlicher Bestandteil jeder nichtabelschen Eichtheo-
rie sind und als Kanditat zur Erkldrung vieler Phdnomene der QCD gelten, gibt es den-
noch bislang keinen gesicherten experimentellen Beleg fiir ihre Existenz. Der Nachweis
Instanton-induzierter Prozesse stellt somit eine noch ausstehende wichtige Bestatigung
dafiir dar, dass nichtabelsche Fichtheorien das richtige theoretische Konzept zur Beschrei-
bung fundamentaler Wechselwirkungen sind, insbesondere derjenigen des Standardmodells
der Elementarteilchenphysik. Zudem wire ihr allgemeiner Nachweis, als wichtiges Indiz
fiir die topologische Natur des Vakuums der elektroschwachen Vektorbosonen, eine phéano-
menologische Grundlage fiir die B + L-Verletzung durch Sphaleronprozesse [19-22], die
in der Kosmologie als einer der wesentlichen Mechanismen zur Erzeugung der Baryonen-
asymmetrie gehandelt werden [23-26].

Die Frage, ob Instantonen in hochenergetischen Streuprozessen beobachtbar sind, wurde
zunéchst im Rahmen der elektroschwachen Theorie diskutiert [27-32]. Wegen der kleinen
Eichkopplung sind diese Prozesse allerdings extrem stark unterdriickt und es sieht eher
nicht danach aus, als ob sich B + L-verletzende Prozesse an Beschleunigern nachweisen
lassen werden.

Inzwischen hat sich das Interesse mehr auf QCD-Instantonen verlagert, deren exponen-
tielle Unterdriickung wegen der grofleren Eichkopplung ag erheblich schwécher ausfillt.
Dabei lag der Fokus in der Vergangenheit vor allem bei Instanton-induzierten Prozessen
in tief-inelastischer Streuung. So wurden am DESY von Ringwald und Schrempp [33-46]
ausgiebige theoretische Untersuchungen zur Vorhersage Instanton-induzierter Ereignis-
se bei HERA durchgefiihrt. Dabei wurde u.a. die Instanton-Stérungsrechnung, die einer
perturbativen Entwicklung vor einem Instanton-Hintergrund entspricht, in Impulsdar-
stellung formuliert [34]. Hierdurch konnten erstmals essentielle Schnitte im Phasenraum,
beispielsweise zur Kontrolle iiber die Virtualitét, beriicksichtigt und dadurch Infrarotdi-
vergenzen eliminiert werden. Bei den Untersuchungen stellte sich heraus, dass die fiir die
Instanton-perturbativen Methoden notwendige Impulsskala in tief-inelastischer Streuung
gerade in der fiir HERA wichtigen Region liegt [37]. Ferner wurde der Instanton-induzierte
Wirkungsquerschnitt fiir HERA, in Abhéngigkeit der angelegten kinematischen Schnitte,
Al O'I({%RA ~ O(10 + 100) pb bestimmt [37,42]. Auf Grundlage der theoretischen Vor-
hersagen, insbesondere mit Hilfe des Monte-Carlo-Generators QCDINS [43], wurden bei

'Bei Antiinstantonen mit Q1 = —1 werden rechtshéindige Nullmoden vernichtet und linkshéndige er-
zeugt.
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H1 [47] und ZEUS [48] entsprechende Experimente zum Nachweis von Instantonen durch-
gefithrt. Hierbei konnte eine signifikante Anhebung des Signals gegeniiber den Standard-
Monte-Carlo-Simulationen, sowie eine positive Korrelation zwischen dem Dateniiberschuss
und der Instanton-Separation-Power festgestellt werden [43,45,47,48]. Allerdings waren
die Ergebnisse noch zu stark modellabhéngig, als dass eine eindeutige Bestétigung eines
Instanton-Signals festgestellt werden konnte.

Komplemantér zur tief-inelastischen Streuung stellen P P-Kollisionen eine weitere in-
teressante Moglichkeit dar, um Untersuchungen iiber QCD-Instantonen anzustellen. So
ergaben Untersuchungen von Brandenburg, Utermann und Ringwald [49], die wiahrend der
Anfertigung dieser Arbeit stattfanden, dass die Winkelverteilung des Leptonen-Paares in
Instanton-induzierten Drell-Yang-Prozessen die in gewohnlicher Storungstheorie giiltige
Lam-Tung-Relation verletzen. Im Hinblick auf den bald anlaufenden LHC handelt es sich
hierbei allerdings eher um einen Niederenergieeffekt. Zudem wurden bislang die Auswir-
kungen durch vom Instanton erzeugte Gluonen im Endzustand nicht mitberiicksichtigt.

Zielsetzung der Arbeit

In Analogie zu den Untersuchungen fiir HERA soll in dieser Arbeit das generelle Entde-
ckungspotential von QQCD-Instantonen am LHC studiert werden, wobei der fiir die tief-
inelastische Streuung entwickelte Kalkiil der Instanton-Stérungsrechnung weiterverwen-
det werden kann. Im Unterschied zu [49] kommt hierbei dem Ubergang vom fithrenden
Instanton-induzierten Prozess bei HERA zum entsprechend fithrenden Prozess am LHC,
der gg-Streuung, besondere Bedeutung zu.

Der wesentliche Unterschied zur tief-inelastischen Streuung besteht darin, dass die
benotigte Virtualitit, die dort iiber ein virtuelles Photon 7* durch einen raumartigen
Impulsiibertrag vom Elektron zum Proton eingespeist wird, nun iiber einen s-Kanal des
Endzustands prapariert wird und daher zeitartig ist. Zu diesem Zweck werde von einer
der vom Instanton erzeugten Quarknullmoden ein virtuelles Photon oder ein W-Boson
mit Impuls ¢ emittiert.? Die zu betrachtenden Prozesse sind daher durch

g+9—7(q)+2ns(qr+qr) +1g g

g+9—=W(@)+aqr+ar+ 2ny—1)(Gr+qr) + g g

gegeben, wobei ny hier die Anzahl der leichten Quarkflavors sei, die wegen der axialen
Anomalie als Nullmoden vom Instanton emittiert werden und ,,demokratisch“ vertreten
sind. Im realistischen Fall betriagt ny = 3 mit ¢ € {u,d, s}. Bei einem emittierten W-
Boson ist die Endzustandskonfiguration entsprechend anzupassen, wobei wegen des bei
der Emission auftretenden Flavorwechsels die Flavordemokratie gebrochen wird.

Der Einfachheit halber werde in dieser Arbeit durchgehend sowohl die Virtualitéit des
emittierten Photons als auch die Masse des W-Bosons mit

Q=@ >0

2Das virtuelle Photon werde wiederum durch leptonische Paarerzeugung prépariert.
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FEinleitung

bezeichnet, wobei ¢ der Impuls des jeweiligen Vektorbosons sei. Ferner werde die interne
Impulsskala, die durch die Ankopplung des jeweiligen Vektorbosons an ein virtuelles Quark
in den noch zu definierenden Instantonsubprozess eingespeist wird, mit

Q=Vq?>Q

bezeichnet. Hierbei sei ¢’ der Impuls eines virtuellen Quarks, von dem das entsprechende
Vektorboson emittiert werde. Fiir den Fall, dass diese Zuordnung nicht eindeutig ist, sind
entsprechend weitere interne Virtualitdten zu beriicksichtigen.

Neben der iibergeordneten Fragestellung, mit welchen Instantonraten am LHC poten-
tiell zu rechnen ist, definieren die folgenden Fragen den allgemeinen Ablauf der Arbeit:

o Wie wirkt sich das zusitzliche Gluon im Anfangszustand auf die Struktur der Uber-
gangsamplitude aus?

e Inwiefern lésst sich die allgemeine Vorgehensweise durch analytische Fortsetzung
von der raumartigen in die zeitartige Region vom tief-inelastischen Fall iibertragen?

e Welche Auswirkungen hat insbesondere die Zeitartigkeit der Impulse ¢ und ¢ auf
die einzelnen Bereiche der anzuwendenden Instanton-Storungsrechnung?

e Welche weiteren Konsequenzen zieht der Umstand nach sich, dass die Virtualitat
nun iiber den Endzustand prapariert wird?

e Und schliellich: Wie lasst sich der Prozess durch einen virtuellen Instanton-Subprozess,
wie beispielsweise

g+9—qr(d)+ (2ns —1) gr+ 20y qr + 1y g,

und den anschliefenden Instanton-induzierten Zerfall eines virtuellen Quarks unter
Emission eines Vektorbosons

qr(q") — V(q) + dx
faktorisiert beschreiben?

Konkret gliedert sich die Arbeit dabei wie folgt:

In Kapitel 1 werden die relevanten Grundlagen der Instantonphysik behandelt. Da-
bei werden zunéchst eher allgemeine, aber wichtige Aspekte angeschnitten, wie die to-
pologischen Eigenschaften nichtabelscher Eichtheorien und der Zusammenhang zwischen
Instantonen und der axialen Anomalie. Desweiteren wird auf die Methoden der Instanton-
Storungsrechnung eingegangen, welche die Grundlage der Berechnungen in dieser Arbeit
bilden.

Anschlielend wird iiber Kapitel 2 zum eigentlichen Thema der Arbeit — die Suche
nach QCD-Instantonen am LHC — iibergeleitet. Hierbei soll dem Leser die Motivation
der Fragestellung ndher gebracht und insbesondere erldutert werden, warum der LHC
eine vielversprechende Maschine zur Suche nach Instantonen darstellt. Desweiteren wird



ein kurzer Uberblick auf bisher erfolgte Untersuchungen zur Rate von Instantonprozessen
gegeben, insbesondere solche in tief-inelastischer e P-Streuung.

Nach diesen Vorabiiberlegungen folgt der eigentliche Teil der Arbeit. Hierbei wird
zunéchst in Kapitel 3 der einfachstmogliche Instanton-induzierte Prozess in gg-Streuung
unter Emission eines virtuellen Photons v* oder alternativ eines WW-Bosons in semiklassi-
scher Naherung berechnet, wobei insbesondere von den Erfahrungen aus Ref. [34] profitiert
werden kann. Der einfachste Prozess zeichnet sich dadurch aus, dass lediglich die beiden
Nullmoden eines einzelnen Quarkflavors direkt vom Instanton emittiert und neben den
beiden Gluonen im Anfangszustand keine weiteren beriicksichtigt werden. Obwohl dieser
Prozess nur einen sehr kleinen Beitrag zur gesamten Instantonrate beisteuert, bietet er den
Vorteil, das er sich weitestgehend analytisch berechnen ldsst und sich bereits wesentliche
Aspekte der kinematischen Situation in verhédltnisméafig einfacher Umgebung ercffnen.

In Kapitel 4 wird schliellich die quantitative Bestimmung der Instantonrate in gg-
Streuung iiber die Berechnung inklusiver Wirkungsquerschnitte angegangen. Dabei wird
der zuvor berechnete einfachste Prozess dahingehend erweitert, dass nun auch Instanton-
induzierte Gluonemissionen im Endzustand beriicksichtigt werden. Um dabei den Blick
auf das Wesentliche zu fokussieren, wird auch hier nur von einem einzelnen Nullmodenfla-
vor ausgegangen, wodurch im Falle der W-Emission storende Interferenzterme entfallen.
Infolge dessen ldsst sich der Prozess faktorisiert betrachten. Fiir den Subprozess kann
schliefllich der Wirkungsquerschnitt fiir die virtuelle Quarknullmode berechnet werden.
Die dabei anfallende Integration iiber die kollektiven Koordinaten des Instantons wird
iiber eine Sattelpunktsnidherung ausgefiihrt, wobei auf Erfahrungen aus Ref. [37] aufge-
baut werden kann.

Die Arbeit schliefft mit Kapitel 5 in einer Zusammenfassung iiber die gewonnenen Er-
gebnisse. Ferner wird ein Ausblick iiber noch ausstehende Untersuchungen gegeben, die
das Thema der Arbeit betreffen. Desweiteren wird kurz auf Fragestellungen eingegangen,
die sich wiahrend der Arbeit ergeben haben, in deren Rahmen aber nicht weiter verfolgt
werden.
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1 Grundlagen der Instantonphysik

In diesem Kapitel werden die Grundlagen der Instanton-Physik zusammengefasst. Dabei
gliedert es sich in zwei Bereiche. In Abschnitt 1.1 wird zunéchst auf die grundlegende
topologische Struktur des Vakuums nichtabelscher Eichtheorien und dessen Bezug zu In-
stantonen eingegangen. Desweiteren wird der Zusammenhang zur axialen Anomalie in
Verbindung mit Fermionen hergestellt und die klassischen Instanton-Feldkonfigurationen
im euklidischen Ortsraum aufgefiihrt. Abschnitt 1.2 befasst sich mit dem Kalkiil der
Instanton-Storungsrechnung. Dabei wird zunéchst das allgemeine perturbative Verfahren
vorgestellt und die Instantondichteverteilung eingefithrt. Anschliefend wird das Verfahren
in semiklassischer Ndherung auf externe Felder im Impulsraum ausgeweitet und schlieflich
auf das optische Theorem in Bezug zur Gluonenresummation eingegangen.

1.1 Vakuumstrukturen von Yang-Mills-Theorien

Eine wesentliche Eigenschaft nichtabelscher Eichtheorien ist die Periodizitit der poten-
tiellen Energie ihrer Eichfelder beziiglich ihrer topologischen Quantenzahl, die als Win-
dungszahl aufgefasst werden kann [4]. Insbesondere ist das klassische Yang-Mills-Vakuum
nicht eindeutig und es kénnen Tunnelprozesse zwischen topologisch unterschiedlichen Va-
kua auftreten, welche sich in euklidischer Metrik als die Wirkung minimierende klassische
Losungen der Yang-Mills-Gleichungen herausstellen. Diese werden Instantonen genannt.
Im Zusammenspiel mit Fermionen besteht dabei ein tiefer Zusammenhang zwischen sol-
chen Tunnelprozessen mit topologischer Ladung und der axialen Anomalie, die sich in
masseloser QQCD in Form von chiralitédtsverletzenden Prozessen bzw. im Falle der elek-
troschwachen Wechselwirkung in der B + L-Verletzung duflert.

1.1.1 Topologie und Eichtheorien

Es sollen zunéchst einige wichtige Groflien aus der Topologie eingefithrt werden, die fiir
das weitere Verstéindnis erforderlich sind. AnschlieBend wird skizziert, inwiefern das Yang-
Mills-Vakuum periodisch ist. Die anstehenden Betrachtungen werden, so nicht anders
vermerkt, in euklidischer Metrik ausgefiihrt.

Die grundlegende Gréfe in diesem Zusammenhang stellt die topologische Ladung

€uwpo F ooy (1.1)

DN | —

2
_ 4 _ 9 4 a 1ha a
QT—/dxauKM:W/dxFWFW’ =



Grundlagen der Instantonphysik

dar, die auch als Pontryagin-Index bezeichnet wird, wobei F/‘jl, der duale Tensor des
Feldstarketensors
Fi, = 0,A5 — 0,A% + g C%, A A (1.2)

ist. Die zugehorige topologische Stromdichte, auch Chern-Simons-Strom genannt, ist fiir
den im folgenden betrachteten Spezialfall einer SU(2)-Eichgruppe durch

2

Koo 9 (AgapAg n g eabcA“AbAc> (1.3)

€uvpo
H 167T2 Hyp viptto

gegeben. Das rdumliche Integral iiber die topologische Ladungsdichte wird dabei als
Chern-Simons-Zahl

Nes(t) = / d*r K, (1.4)

bezeichnet. Geht man davon aus, dass die Felder A,, im rdumlich Unendlichen hinreichend
schnell verschwinden, so ldsst sich mit Hilfe von Gl. (1.4) die topologische Ladung als
Differenz

QT = Ncs(OO> — Ncs(—oo) (15)

der Chern-Simons-Zahlen von unendlicher Zukunft und unendlicher Vergangenheit ver-
stehen.

Die Chern-Simons-Zahl ist, im Gegensatz zur topologischen Ladung, keine eichinvari-
ante Grofle. Unter einer lokalen, zeitunabhéngigen Eichtransformation

A = UAUT + é UaUt (1.6)

transformiert sie sich vielmehr wie
Ncs — Nes + Ny, (1.7)

wobei

1
343 ik / Pz tr [(UOUNU;UT)(UOUT)] (1.8)
die ganzzahlige Windungszahl von U (z) ist. Ihre Bedeutung lasst sich noch am einfachsten
in einer Dimension verstehen. Hierzu betrachte man die Funktion

Nw =

U, :[0,27] — S, Un(p) = exp (in ¢ +ia) , (1.9)

wobei n € N und a € R seien. Offensichtlich wird das Intervall [0,27], unabhéingig
von a, n-mal auf den Einheitskreis abgebildet. Bei einem vollen Durchlauf des Intervalls
[0, 27] wird dieser dabei n-mal umlaufen, so dass n als Windungszahl der Funktion U,
aufgefasst werden kann. Man {iberzeugt sich nun sehr leicht davon, dass diese durch das
eindimensionale Pendant zu (1.8)

. 2
n=— / dy U,0,U," (1.10)
2m Jo
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wiedergegegeben wird. Analog zum eindimensionalen Fall bilden die U(z) nun ihrer Win-
dungszahl entsprechend oft den kompaktifizierten dreidimensionalen Ortsraum auf den
dreidimensionalen Parameterraum der SU(2) ab.

Um nun die Periodizitdt der potentiellen Energie nichtabelscher Eichtheorien einzu-
sehen, sollte die Wirkung in einen kinetischen und einen potentiellen Beitrag unterteilt
werden. Eine entsprechende Zuordnung wird besonders in der sogenannten Weil-Eichung
mit A = 0 offenbar, in welcher die Wirkung, hier in Minkowskimetrik dargestellt, in einen
elektrischen und einen magnetischen Beitrag zerfallt

1 1
Sy = /d4:p (5 (E*)? — 3 (35)2) , (1.11)
mit
a — 1 a a — 1 a

Offensichtlich ist der kinetische Anteil durch die elektrische Feldstérke Ef und der poten-
tielle durch die magnetische Feldstérke Bf gegeben, so dass sich fiir die potentielle Energie
der eichinvariante Ausdruck

viAl = ; /d3x (BeY = /d% tr (F; ) (1.13)

ergibt.

Unter einer Eichtransformation, bei der sich die Chern-Simons-Zahl Nog um die Win-
dungszahl Ny édndert, nimmt die Wirkung und insbesondere deren potentieller Anteil
wieder denselben Wert an. Fine Feldkonfiguration mit minimaler potentieller Energie,
entsprechend dem klassischen Vakuum, welches bei verschwindender Feldstiarke F;; = 0
bzw. im Falle einer reinen Eichung A; = ¢ Ud;U' angenommen wird, transformiert sich
somit wieder in eine Vakuumskonfiguration gleicher Energie, aber mit unterschiedlicher
Chern-Simons-Zahl Ngg + Nyy. Die potentielle Energie muss somit periodisch entlang
der durch N¢g definierten Koordinate im Konfigurationsraum sein. Die Entartung des
klassischen Vakuums wird hierbei durch die Windungszahl aufgehoben.

Ein klassisch energetisch erlaubter Prozess iiber die Potentialbarriere zwischen zweier
Vakua, bei dem eine Windungszahl von Ny, = +1 aufgenommen wird, ist ein sogenanntes
Sphaleron [19] (vgl. Abb. 1.1). Die Barrierenhohe ist die Sphaleronenergie oder Sphale-
ronmasse

M
e QFD [19]
Mgpn ~ 43_&;% QCD [50] < Potentielle Energie bei Ncg = & (1.14)

Q QCD [33] <« Virtualitét eines harten Inst.-Prozesses,

wobei peg eine fiir den Prozess relevante Lingenskala ist.! Quantenmechanisch ist ebenso
eine Durchtunnelung der Barriere méglich. In semiklassischer Ndherung ist die Amplitude

'Hierbei handelt es sich um den effektiven Wert der Instanton-GroBe p, eine der sogenannten kollektiven
Koordinaten, die spéater eingefithrt werden.
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<t Sphaleron

Abbildung 1.1: Die Abbildung zeigt die potentielle Energie V[A] einer
Yang-Mills-Theorie. Entlang der Abszisse ist die Chern-Simons-Mode des
Feldes aufgetragen, in deren Richtung die potentielle Energie periodisch
ist. Die Vakua unterscheiden sich dabei um ganzzahlige Windungszah-
len Ny. Klassisch erlaubte Prozesse iiber die Potentialbarriere werden
Sphaleron- und deren Durchtunnelung Instantonprozesse genannt.

fiir einen Tunnelprozess durch eine Potentialbarriere nach der WKB-Methode proportional
zu

(Q|T| Q) ~ exp (—S/h), (1.15)

wobei S die Wirkung der zugehorigen Feldkonfiguration in euklidischer Metrik ist und
das planksche Wirkungsquantum A explizit mit angegeben wurde um den Bezug zur se-
miklassischen Néherung herzustellen.

Die Ubergangswahrscheinlichkeit eines solchen Tunnelprozesses wird bei minimaler Wir-
kung maximiert, was im Euklidischen gerade einer klassich erlaubten Feldkonfiguration
entspricht. Aufgrund der positiven Metrik in euklidischer Raumzeit ldsst sich die Wirkung
mit Hilfe der Relation

~ 2 ~
0< (Fgu + ng) - Q(ngng iFgVF;,,) (1.16)
>0

durch die topologische Ladung Q)7 aus Gl. (1.1) nach unten abschéitzen

872

S > e |Qr] . (1.17)

Offensichtlich wird bei gegebener topologischer Ladung die Wirkung minimiert, wenn der
zugehorige Feldstiarketensor selbstdual oder antiselbstdual ist, also

Fo = +Fo (1.18)

erfiillt. Solche Feldkonfigurationen werden fiir Q7 = 1 Instantonen und fir Qr = —1
Antiinstantonen genannt [2,3,5].2 Da die Minkowskimetrik nicht positiv ist, hat die Ungl.

°Es sei angemerkt, dass in der QED die Eichgruppe zu klein ist, um die Eichtransformationen, welche
dort $3 — S' Abbildungen entsprechen, in unterschiedliche Homotopieklassen zu unterteilen, so dass
in der QED keine Instantonen vorkommen.
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(1.16) dort keine Giiltigkeit. Die euklidische Instantonlosung ist also keine klassische Feld-
konfiguration in Minkowskiraumzeit. Vielmehr kénnen sie dort als Tunneliibergénge zwi-
schen zwei Vakua, die sich um die Windungszahl Ny, = @ = =£1 unterscheiden, be-
trachtet werden [2,5,6]. Die Ubergangsamplitude fiir Instanton-Prozesse ist schlieBlich
proportional zu

2T 2
<QNcsﬂ:1 |T| QNcs> ~ €Xp <__) ) o = g_ (1.19)

(0%

1.1.2 Die axiale Anomalie

Die besondere Rolle, die Instantonen in der Physik spielen, wird erst ersichtlich, wenn
Wechselwirkungen mit Fermionen beriicksichtigt werden. Es soll hier kurz skizziert werden,
inwiefern sich QCD-Instantonen auf die Dynamik von leichten Quarks auswirken. Ein
umfassender Uberblick findet sich bei Coleman [51], weiterhin bei Schéfer und Shuryak [10]
sowie bei Diakonov [12].

Betrachtet man die QCD mit einem idealisierten Satz von n; masselosen Quarks, so ist
die klassische Theorie symmetrisch unter globalen U(ns) x U(ny)-Transformationen von
rechts- und linkshidndigen Quarks. Dies wird als chirale Symmetrie bezeichnet. Alternativ
lisst sich die Symmetrie auch in vektorielle und axiale Transformationen aufspalten.® In
der Realitdt zeigt sich, dass die axiale Symmetrie spontan stark gebrochen ist, was sich
beispielsweise durch das Quark-Confinement bemerkbar macht. Betrachtet man lediglich
up- und down-Quarks als ndherungsweise masselos, so konnen die Pionen als die drei
Goldstone-Bosonen der axialen SU(2)-Transformationen identifiziert werden. Nimmt man
zusétzlich das strange-Quark als masselos hinzu, so lésst sich ein Oktett leichter Mesonen
den Goldstone-Bosonen der axialen SU (3)-Transformationen zuordnen. In beiden Fillen
fehlt das Goldstone-Boson zur axialen U(1)4.

Die Abwesenheit des axialen Goldstone-Bosons liegt letztlich an der von Adler, Bell und
Jackiw [1] entdeckten axialen Anomalie®

2

Fo Fhv (1.20)

5
auju - nf 167'('2 ursoa

Sie entsteht durch Quantenkorrekturen, die von Dreiecksdiagrammen stammen, die ei-
ne axiale Kopplung, sowie zwei vektorielle Kopplungen enthalten.® Es zeigt sich, dass
Gl. (1.20) durch Korrekturen hoherer Ordnung nicht weiter modifiziert wird und sie so-
mit den Status einer Ward-Identitét einnimmt.

Aufgrund dieser Anomalie ist die axiale Stromdichte

Jp = V7Y (1.21)

3Die axialen SU(NN)-Transformationen bilden, im Gegensatz zu den vektoriellen, allerdings keine Gruppe.

4Sie wird auch chirale Anomalie oder nach ihren Entdeckern ABJ-Anomalie genannt. Sie wurde hier in
Minkowskimetrik angegeben.

5Im Rahmen der dimensionalen Regularisierung kommt die Anomalie dadurch zustande, dass 7°, als
Generator der axialen U(1) 4-Symmetrie, mit den Dirac-Matrizen -, fir u ¢ {1, 2, 3,4} kommutiert.
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_ r ER =
dr UR tr MR
tr TR
JR UR, ER UR
CR dR
S S = 7
t t ‘R SR dR

Abbildung 1.2: Dargestellt ist links ein generischer QCD-Instanton-Prozess
mit drei leichten Quarkflavors, wobei die Impulse sdmtlich als auslaufend zu
verstehen sind. Die Chiralitdtsverletzung betrigt AQs = 6. Rechts ist ein
analoger elektroschwacher Prozess abgebildet, welcher die B + L-Symmetrie
mit A(B + L) = —6 unter B — L-Erhaltung verletzt.

auf dem Niveau der Quantentheorie keine Erhaltungsgrofie mehr und die axiale U(1)4
scheint nicht ldnger eine Symmetrie der Theorie zu sein. Allerdings lédsst sich die rechte
Seite nach Gl. (1.1) als Divergenz der topologischen Stromdichte K, darstellen, so dass
ein kombinierter Strom von axialer und topologischer Ladung unter einer axialen Trans-
formation erhalten bleibt

Oy =0,  Jr=j)— 2K, (1.22)

Trotz der vorliegenden, aber spontan gebrochenen axialen Symmetrie existiert kein ent-
sprechendes Goldstone-Boson. Dies hangt damit zusammen, dass in Gl. (1.22) die to-
pologische Stromdichte (im Gegensatz zur axialen Stromdichte) nicht eichinvariant ist.
Eine umfassende Losung dieses sogenannten azialen U(1)-Problems gelang schliefllich
't Hooft [2,5,7], indem er zeigte, dass die axiale U(1) 4 durch sogenannte Goldstone-Dipole
spontan gebrochen wird. Weitere wichtige Arbeiten hierzu sind [4,52-54].

Durch Gl. (1.22) wird bereits auf den engen Zusammenhang zwischen axialer Symmetrie
der QCD und ihrer topologischen Eigenschaften hingewiesen. Der bei axialen Transfor-
mationen nicht erhaltene axiale Strom chiraler Quarks wird gewissermaflen durch eine
Verénderung des topologischen Zustands des Systems kompensiert. Dies wird im Bild der
Integraldarstellung

AQs =2ny Qr (1.23)

noch deutlicher:

Die Verletzung der Chiralitit geht einher mit dem Ubergang von einem klas-
sischen Vakuum zu einem anderen mit verschiedener Chern-Simons-Zahl. Die
Chiralitdtsinderung entspricht daber der doppelten topologischen Ladung pro
masselosem Quarkflavor.

Konkret dufiert sich dies durch die Gleichung [55, 56]
AQg, :2(7’LR—TLL> = nrp —Np =Ny QT, (124)
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die sich aus dem Atiyah-Singer-Index-Theorem [57] ableiten ldsst. Hierbei bezeichnen ng
und ny, die Gesamtzahl der rechts- bzw. linkshéndigen fermionischen Nullmoden des Dirac-
Operators i = i) + g4 bei ny masselosen Quarkflavors. Die doppelte Verletzung der
Chiralitdt pro Nullmode bedeutet dabei nichts weiter, als dass zu jedem Teilchen noch
das zugehorige Antiteilchen zu beriicksichtigen ist. Zur Veranschaulichung ist in Abb. 1.2
ein generischer QCD-Instantonprozess dargestellt.

Die axiale Anomalie wirkt sich auch auf den elektroschwachen Sektor aus, da dessen
Instantonen ebenfalls fermionische Nullmoden aufweisen. Da es nur linkshéndige [sospin-
Duplets gibt, ist die chirale Symmetrie bereits gebrochen. Allerdings triagt jede Generation
eine leptonische und wegen der Color-Freiheitsgrade drei Quark-Nullmoden bei. Entspre-
chende Prozesse, wie beispielsweise

ur +dy - dg + 5g + 2Cg + 3tr + €r + fir + TR, (1.25)

verletzen somit die Baryonen- und Leptonenzahl gleichermafien, so dass insgesamt zwar
A(B — L) = 0, nicht aber die Summe B + L erhalten ist. Die beteiligten Flavors hingen
dabei von der Orientierung des Instantons ab. Als elektroschwaches Pendant zu Gl. (1.23)
erhélt man schliefilich

A(B+ L) =—-2n, Qr, (1.26)

wobei ng die Zahl der Fermiongenerationen ist. Der entsprechende generische elektroschwa-
che Prozess ist ebenfalls in Abb. 1.2 dargestellt. Da die elektroschwache Eichsymmetrie
durch den Higgs-Mechanismus spontan gebrochen ist, unterscheidet sich die Instanton-
physik der elektroschwachen Theorie in einigen Details von derjenigen in der QCD. So ist
beispielsweise die Sphaleronmasse wegen der fehlenden Skaleninvarianz eine feste Grosse
(s. GL. (1.14)). Die B + L-Verletzung durch elektroschwache Instantonprozesse stellt ei-
nerseits einen weitaus drastischeren Effekt dar, als die chirale Verletzung in der QCD,
andererseits ist die semiklassische Tunnelwahrscheinlichkeit mit P& ~ 1079 wegen der
kleinen elektroschwachen Kopplung extrem stark unterdriickt [2], was die Beobachtbarkeit
solcher Prozesse bei niedrigen Energien E < Mgy, quasi unmdglich macht.

Es soll nun die Herleitung von Gl. (1.24) nach Coleman [51] skizziert werden. Hierzu
wird ein zunéchst massives Quark betrachtet, welches sich in der Fundamentaldarstellung
der SU(N,) befinde und iiber ein entsprechendes Hintergrund-Eichfeld A interagiere. Die
zugehorige euklidische Wirkung sei durch

S = —z'/d4x (P —m)p (1.27)

gegeben. Spéter wird, um die chirale Symmetrie wieder herzustellen, der Limes m — 0
gezogen.
Uber die Variation einer normierten Greensfunktion

- A6 [ DvDY O, ] e
oty = LTI

von Quarkfeldern ¢ und v im Hintergrund-Eichfeld A unter einer infinitesimalen axialen
Transformation 1) — (1 —ivsda)y und ¢ — (1 —ivysd«) erhdlt man aufgrund der axialen

(1.28)
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Anomalie Gl. (1.20)

i / a'e (9, (52)" +2m (70)") = 20r. (1.29)

Der erste Term auf der linken Seite verschwindet, da er in ein Oberflichenintegral umge-
wandelt werden kann, welches nur fiir masselose Quarkfelder einen nichtverschwindenden
Beitrag liefert.

Fiir die weitere Rechnung werden nun die Grassmannfunktionen i) und ¢ nach or-
thonormierten Eigenzusténden ¢, und ¢, mit [d*z ¢{¢y = §,5, des Dirac-Operators
entwickelt,

= ap, 0= ayl,  mit  iPe= N\, (1.30)

wobei a, und a, den Grassmanncharakter iibernehmen, so dass das Funktionalintegral
iiber 2¢ =[], da, definiert werden kann.® Die Integration iiber die Grassmannzahlen ist
nicht weiter problematisch und fir Gl. (1.29) ergibt sich

—sz/c‘# N, (1.31)

A, —im
Wegen {v,,7°} = 0 ist ¥°¢, mit

ip’75wr = _)‘r75wr (1'32)

ebenfalls Eigenzustand des Dirac-Operators. Wegen der Orthonormiertheit der Eigenzu-
stdnde konnen also ausschliellich solche mit verschwindenden Eigenwerten, sogenannte
Nullmoden, einen Beitrag liefern. Man erhélt schliellich

> / d'z Iy, = Qr. (1.33)
r:A-=0

Gl (1.33) héngt nicht mehr von der Masse des Quarks ab, sie ist also auch fiir den
interessanten chiralen Limes m — 0 giiltig. Die Nullmoden lassen sich nun wegen

[iD,~°] =0, fir A, =0, (1.34)
zu Eigenzustinden von ~° wihlen,
Yy = XUy, fiir A, = 0. (1.35)

Da dieser rechts- und linkshéandiger Chiralitit entsprechend die Eigenwerte y = £1 auf-
weist, ergibt sich wegen der Normierung der Eigenzustdnde automatisch Gl. (1.24), wenn
man von ny masselosen Quarks ausgeht.

5Die hier verwendete Notation erweckt den falschen Eindruck, dass der Dirac-Operator ein diskretes
Spektrum hétte. Es muss wie iiblich der Kontinuumslimes betrachtet werden.
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Es lasst sich zeigen, das der Dirac-Operator mit einem Instantoneichfeld keine links-
héndigen Nullmoden besitzt und somit genau einen rechtshéndigen Eigenzustand mit
verschwindendem Eigenwert aufweist. Analog dazu findet man fiir Antiinstantonen genau
eine linkshindige Nullmode und keine rechtshindige.” Der Beweis beruht darauf, dass
—D? ein positiver Operator ist (s. beispielsweise [10,12,51,58]).

1.1.3 Feldkonfigurationen

Die Feldkonfiguration eines SU(2) Instantons wurde erstmals von Belavin et al. [3] angege-
ben, die sie zunéchst als Pseudoteilchen-Losung der euklidischen Yang-Mills-Gleichungen
bezeichneten. Der Begriff Instanton wurde spéater von 't Hooft gepragt. In der sogenannten
regulidren Eichung sind die SU(2)-Feldkonfigurationen fiir ein Instanton bzw. Antiinstan-
ton durch

re Ta 4 2 Ty, Fyreg Ta _q 2 Ty,
AELI) & = E n,ul/ g m bzw. AELI) = E T]#V 5 m (136)
gegeben [25]. Dabei seien 7, die iiblichen Pauli-Matrizen als Generatoren der Eichgruppe
und 7%, und 73, die sogenannten 't Hooft-Symbole, welche gewissermaBien die Verkniipfung
zwischen dem Ortsraum und dem SU (2)-Gruppenraum herstellen. Definition und Eigen-
schaften der 't Hooft-Symbole sind im Anhang zu finden. Bei p handelt es sich um einen
Skalenparameter, der oft als Instantongrofie bezeichnet wird. Der Feldstarketensor nimmt
in der regulidren Eichung eine besonders einfache Gestalt an

2 2

P

reg Ta 4 1%
(a2 + p?)°

FD™E S P byw, RO e

a 1.37
nv 2 nuy g (.Z'2+p2>2 nv 2 n,uy ( )

4
g
Es ldsst sich leicht nachpriifen, dass die entsprechend zugehorige topologische Ladung (1.1)
Q7 =1 bzw. Qr = —1 betragt. Die angegebene Losung lésst sich in groflere Gruppen als
die SU(2) einbetten [59], so dass sich fiir diese entsprechende Instantonkonfigurationen
ergeben.

Aufler einer Variation des Skalenparameters p — Ap lédsst ebenso eine Translation
xr — x — z, sowie eine globale Eichtransformation A — UOAUJ , welche die Ausrichtung
im Gruppenraum festlegt, das Wirkungsintegral unveridndert. Die zugehorigen Parameter
werden als kollektive Koordinaten bezeichnet, deren Anzahl von der Grofie der Eichgrup-
pe abhingt [59]. Von den N2 — 1 Generatoren einer SU(N,) verhilt sich die eingebettete
SU(2) invariant gegeniiber (N, — 2)?, so dass sich insgesamt eine Anzahl von

1(Dilatation) + 4(Position) 4+ (4N, — 5)(Orientierung) = 4.V, (1.38)

kollektiven Koordinaten ergibt [12]. Die reine SU(2)-Ausrichtung des Instantons ist we-
gen der Abbildung S® — S® durch die Eichgruppe #quivalent zu dessen Orientierung im
Ortsraum. Weiterhin ist das Wirkungsintegral invariant unter einer Koordinatenspiege-
lung (Inversion) z, — ;’—z x, am Radius p. Zum allgemeinen Verhalten von Instantonen

7Je nach Konvention der Definition des dualen Feldstirketensors F kann diese Aussage auch umgedreht
werden.
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bei konformen Transformationen oder zu den Freiheitsgraden von Instantonfeldern sie-
he [59-62], sowie [45,63,64].

Fiir die Darstellung von Fermionen im Limes masseloser Quarks ist es sinnvoll, den
vierkomponentigen Dirac-Spinor durch zwei zweikomponentige chirale oder Weyl-Spinoren
auszudriicken:

Y =1Yr+ 1YL, YRy = (fioa) ;o YLt = (q?a) : (1.39)

Hierbei leben die gepunkteten griechischen Indices im rechtshéndigen und die ungepunk-
teten im linkshéndigen zweidimensionalen Spinorraum. Es ist ferner iiblich, die drei Pauli-
Matrizen zu einem Vierervektor zu erweitern. In euklidischer Metrik seien diese durch

o= (—iT, 1) und g =(iT, 1) (1.40)

gegeben,® ¥ um durch diese die Dirac-Matrizen in der chiralen Basis

Vu = (C?H 50“> (1.41)

darzustellen. Der fermionische Anteil der Lagrangedichte
Dgferm = (5? 5-(5101 * (a - ZgA)Z (baj + Rai O-ad : (a - ZgA)Z Hé (142)

gliedert sich nun in einen links- und einen rechtshéndigen Anteil auf. Hierbei wurden
neben den griechischen Spinor-Indices auch die lateinischen Indices der Eichgruppe explizit
aufgefithrt um die formale Struktur klar hervorzuheben.

Die fermionischen Nullmoden sind nun einfach die Losungen der Weyl-Gleichungen mit
einem Hintergrundeichfeld aus Gl. (1.36), die sich aus Gl. (1.42) ergeben. Fiir weitere
Rechnungen bietet es sich an, zundchst die SU(2)-Generatoren und die 't Hooft-Symbole
ebenfalls durch die vier o-Matrizen auszudriicken, so dass man fiir diese
Ta 1 u Ta 1

G0y — ,0,) T 5 =5 (0,0, —0,G,) (1.43)

a —_—

erhilt.!” Fiir die Losung der Nullmodengleichung lassen sich nun diverse Identitéiten fiir
die o-Matrizen (s. Anhang) ausnutzen. In regulédrer Eichung erhélt man schliefflich

3/2 . a1 3/2 y
U™ €4 RO == 2 pl et (1.44)

(D"
LT )

p
- 3/2

1
T (@)

8Die o-Matrizen erfiillen einige sehr niitzliche Identititen wie 0,0, + 0,0, = 0,0, + 0,0, = 26, von
denen weitere im Anhang aufgefiihrt sind. In Minkowskimetrik sind die o-Matrizen durch o = (1, 7)
bzw. & = (1, —7) gegeben, §,,, ist dort durch den entsprechenden metrischen Tensor g,,,, zu ersetzen.

9Im Folgenden wird weiterhin die Notation 2®® = z - 0%® bzw. Taa = T - Faa verwendet, wobei die
Spinorindices a, & € {1, 2} meist unterdriickt werden.

190ftmals wird auch die sehr kompakte Abkiirzung o, = i (Gpoy — ayo,) bzw. 6, = i (0u0y — 0u0,)
eingefithrt. In dieser Arbeit wird hiervon allerdings kein Gebrauch gemacht.

10
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fiir ein Instanton und

3/2 3/2

P 8
3/2 UO i €aB

¢(I_)a’i — 1 P —
m (22 + p?)

. . 1
_ P i pa ot 1
(22 + p2)*/? 08¢ O i T

(1.45)

fiir ein Antiinstanton, entsprechend der Eichfeldkonfiguration aus Gl. (1.36), mit einer
globalen Ausrichtung Uy im Gruppenraum.!' Durch die Wahl des Vorfaktors wurden die
Nullmoden hierbei zu

[ el v =0 (1.46)

normiert.

Waihrend Feldkonfiguration, Feldstarketensor und fermionische Nullmoden in der re-
guldren Eichung besonders einfache Formen annehmen, so hat diese den Nachteil, dass die
topologischen Effekte durch Oberflichenterme im Unendlichen hervorgerufen werden, was
bei Betrachtungen im Rahmen der Instanton-Storungsrechnung von Nachteil ist. Wegen
der Invarianz der Wirkung gegeniiber einer Koordinateninversion ldsst sich die Singula-
ritdt allerdings an eine Position im Endlichen transformieren. Vektorfelder transformieren
sich hierbei wie

/ / axilz / / p2
AH(‘CC) - Au(m) = (937,, AV(x )7 xu = P x#? (147)
und Tensorfelder entsprechend ihres Grades. Es ist dabei sehr instruktiv, Gl (1.47) einmal
auf einen selbstdualen Tensor F),,, = F),, zweiten Grades anzuwenden
oz, oz’ pt 2
F,—F =—t—"rF, =—|(F,——= (v,z,F F,, 1.48
w7 oz, Oz, ° A ( w TS @y Fup + xpz,p )> ( )

und den dualen Tensor des transformierten Tensors zu betrachten:

- 4 2
= F;/w . (FW — — a:preWpUFm)

xt 2
p* 1

= E (F/W - ﬁ TpXr€pvpo ET}\KUF)\I{) (149)
o

2
== (Fuv —2F,, + = (xyx,F,, + xuprp,,)) = _F;/w'

Das Ergebis ist offensichtlich antiselbstdual. In der Tat wird durch die Koordinatenin-
version aus einem Instanton in reguldrer Eichung ein Antiinstanton in der sogenannten
singuldren Eichung erzeugt und umgekehrt. Die Singularitat wird dabei vom Unendlichen

1Die Matrix Uy mit griechischem und lateinischem Index verkniipft formal die Spinorindices der o-
Matrizen aus Gl. (1.43) mit den Indices der Gruppengeneratoren. Fiir den Fall einer SU (2)-Eichgruppe
ist diese formale Unterscheidung — bis auf die vorgegebene Oben- und Untenstellung bzw. die Punk-
tierung der Spinorindices — trivial. Bei der Einbettung in gréere Gruppe muss beachtet werden, dass
beide Indexgruppen unterschiedliche Laufweiten haben. Formal sollte in diesem Fall eine nichtquadra-
tische Matrix zwischengeschoben werden, so dass die Gruppenorientierung stets durch quadratische
Matrizen definiert wird.

11



Grundlagen der Instantonphysik

auf die Instantonposition invertiert, im einfachsten Fall also auf den Koordinatenursprung.
Um die topologischen Oberflicheneffekte zu erfassen, muss in dieser Eichung also lediglich
iiber eine Oberfliche, die die Instantonposition einschliefit, integriert werden.

Zwischen reguléarer und singulérer Eichung vermittelt die singulédre Eichtransformation

o-x
Va2

Hierbei handelt es sich gerade um die inverse Transformation derjenigen, durch die die
reguldre Eichung im Limes der reinen Eichung definiert ist (vgl. Gl. (1.36)):

- A Ou  XTTy \ L TOR— 0T (1)res
V=5 (i aae) - el AT 0

Die Feldkonfiguration fiir ein Instanton bzw. Antiinstanton in der singuldren Eichung
ist schlieflich durch [34]

A (z) — A8 (x) = U(x) <3 0+ Aﬂ(x)> Ul(x), Ulx) = (1.50)

9

2 T 15 1 - 0 _ Gur—To, -, 1
AD P T T Oy 2 4D = P g et T O e 2 59
v g - m, o e T g 2 L (52

gegeben, wobei von der Abkiirzung II, =1+ Q—Z Gebrauch gemacht wurde und die globale
Gruppenorientierung durch U bzw. U gegeben sei. Die fermionischen Nullmoden fiir ein
Instanton ergeben sich entsprechend zu [34]

. 3/2 - 1 . 3/2 ad 1
(It _ P ap i Taa L ne _ P~ 6L
und fiir ein Antiinstanton zu
) 3/2 ~ ac _ 32 . =, 1
>t _ P gt =), _ P bt Fea
¢ — €ap U g Vi € Us, 2 (1.54)

wobei die Notation k' = ¢ und ¢' = & {iblich ist.

1.2 Perturbative Methoden

In gewohnlicher Storungstheorie werden iiblicherweise kleine Quantenfluktuationen ei-
nes klassischen Vakuums betrachtet, was sich durch eine Storungsreihe in Potenzen der
Kopplungskonstante duflert. Da die Tunnelamplitude (vgl. Gl. (1.19)) in «a; nicht ana-
lytisch ist, konnen Tunneliibergéinge zwischen topologisch unterschiedlichen klassischen
Vakua nicht mit Hilfe einer normaler Stérungsreihe um ein solches Minimum berechnet
werden. Nimmt man allerdings den semiklassischen Limes des Prozesses, der bereits den
nichtanalytischen Anteil der Amplitude enthélt, als Entwicklungsbasis, so lédsst sich eine
Storungsreihe um den semiklassischen Tunnelprozess herum entwickeln. Diese Vorgehens-
weise wird als Instanton-Storungsrechnung bezeichnet und es soll im folgenden Abschnitt
ein Uberblick dariiber vermittelt werden.

12



1.2 Perturbative Methoden

1.2.1 Die Dichteverteilung

Die Feldkonfiguration, die einen Instanton-Tunnelprozess in semiklassischer Naherung be-
schreibt, ist eine Losung der euklidischen Yang-Mills-Gleichungen. Die zugehorige Tunne-
lamplitude ist durch Gl. (1.19) gegeben. Zur Berechnung des Vorfaktors der Amplitude
konnen kleine Quantenfluktuationen in einer Stérungsreihe um die semiklassische Losung
herum berechnet werden.'? Erste Pionierarbeiten hierzu wurden von 't Hooft [5] sowie
von Andrei und Gross [66] geleistet.

Das allgemeine Erzeugendenfunktional zur Berechnung der Ubergangsamplitude sei
durch

(0] 0) / DADY D) = S[A0] (1.55)

gegeben, wobei N ein Normierungsfaktor sei und externe Strome unterdriickt wurden.
Fiir die folgenden Betrachtungen werden der Einfachheit wegen die Fermionfelder ¢) und
1 ignoriert. Um instantoninduzierten Prozessen in einer geeigneten Stérungsreihe Rech-
nung zu tragen, werden die Eichfelder A nun zunéchst in einen klassischen Anteil, der
Instantonkonfiguration, und einen Anteil fiir die Quantenfluktuationen zerlegt

A, = A +6A, (1.56)
und anschlieBend das Wirkungsintegral um die klassische Losung herum entwickelt
d d B Scl 52 Scl 5
S[A] = S[AY + 6A] = S + Z Z(SA 0 5Aj +0O(6A4%) . (1.57)

Der lineare Entwicklungsoperator 65 /6 A entspricht hierbei den Yang-Mills-Gleichungen
und verschwindet, so dass erst durch den quadratischen Entwicklungsoperator Korrektur-
beitrige anfallen.

Aufgrund der Symmetrie der klassischen Wirkung beziiglich Translation, Dilatation und
Rotation im Gruppenraum (vgl. Abschnitt 1.1.3) gibt es Feldfluktuationen, die die Wir-
kung unveriindert lassen und daher Nullmoden des quadratischen Operators §25/5A?
sind. Da in ihrer Richtung das Funktionalintegral divergiert, ist es iiblich, durch eine
Faddeev-Popov-Regularisierung die Quantenfluktuationen § A in der Entwicklung der Wir-
kung GI. (1.57) orthogonal zu den Nullmoden zu halten und das Funktionalintegral iiber
den durch die Nullmoden aufgespannten Unterraum gesondert zu behandeln. Das Ergeb-
nis dieser Regularisierung, ist eine Integration tiber die kollektiven Koordinaten [67-69],
und wird als Methode der kollektiven Koordinaten bezeichnet. Unter Vernachldssigung
der gaufischen Moden ergibt sich die differentielle Tunnelamplitude zunéchst zu [5, 70]

2\ 2N o
dn) = D dp d*z AU ~ p~° (—W) e_%dp d*z dU, (1.58)
a

wobei D als Instantondichte bezeichnet wird. Hierbei steuert jede Nullmode bzw. kollek-
tive Koordinate einen Faktor v S = /27 /«a bei, der Faktor p~° ist dimensionsbedingt.

2Hierbei handelt es sich formal um eine Stérungsrechnung mit Hintergrundfeld. Zur Hintergrundfeld-
Methode allgemein siehe Abbott [65].

13



Grundlagen der Instantonphysik

Das auf Eins normierte haarsche MaB [ dU bezeichnet die Integration iiber die globale
Orientierung im Gruppenraum und sei hier der Vollstdndigkeit halber mit aufgefiihrt.
Der verbleibende Unterraum der Feldfluktuationen lésst sich nun durch orthonormierte

Eigenzustinde des quadratischen Operators entwickeln
’ 52 Scl
0Am = Z oA, mit

JA?

Ap = AuAy, (1.59)

so dass das Funktionalintegral iiber die Nichtnullmoden durch ein GauB3-Integral approxi-
miert werden kann und sich zu

!/
1 2 V2
| |,/dozn e~z MnCh — M (1.60)
2 gcl
n det/ (5552 )

ergibt. Hierbei fallen Ultraviolett-Divergenzen an, die zu regularisieren sind

52 Scl det (%)
det < A2 ) — oy : (1.61)
det < <+ /J%)

Wegen der zuvor herausgezogenen Nullmoden fillt in der Amplitude dadurch jeweils ein
Faktor p,.p an. Hinzu kommt im Exponenten durch die logarithmischen Divergenzen noch
ein Korrekturterm [71,72] von §S,,m = N./3 In(u.p), so dass sich insgesamt ein Renor-
mierungsfaktor von (u,.p)'*Ne/3 fiir die Amplitude ergibt, dessen Exponent gerade dem
Einschleifenkoeffizienten der [-Funktion entspricht. Spater wurde von Morris et al. [73]
die Renormierungsgruppeninvarianz noch auf Zweischleifenniveau verbessert.

Zusammenfassend erhélt man schliefllich unter der Beriicksichtigung von ny beteiligten
leichten Quarkflavors in der QCD fiir die Instantondichte [34, 37]

P
D(p,py) =d p° ( i

6
e at (puy)?, 1.62
) e ) (162)

wobei der Exponent b in Zweischleifen-Renormierungsgruppeninvarianz nicht mehr genau
den Koeffizienten der g-Funktion entspricht, sondern durch [34,37]

ﬁl Qs

b= (A1 — A Ai=1+— —
BoAy 2, 1 + By dn
gegeben ist. Die Form fiir Einschleifen-Renormierungsgruppeninvarianz ergibt sich dabei
fir Ay = 1 und Ay = 0. Der endliche Vorfaktor d wurde von ’t Hooft und Bernard et

al. [5,7,70] in Einschleifengenauigkeit berechnet. Im MS-Schema ergibt sich [37]

(0%
Ay =128y — 1.
)= 12 O (1.63)

C
d= 71 e 3CatniCs 0 = 0.46628, Ch =1.51137, Cs = 0.29175. (1.64)
Der Vollsténdigkeit sei noch die laufende Kopplung in Zweischleifenform angegeben:
In <1n (“—%>>
4 A2
as(p,) = " b VAR (1.65)

(=) \)

(1=
Bo In (X—%) e In (X—é)
mit den Koeffizienten der f-Funktion fy = 11 — 2ny und 3 = 102 — 2ny.
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1.2 Perturbative Methoden

1.2.2 Externe Felder

Nach der eher allgemeinen Betrachtung im letzten Abschnitt soll nun darauf aufbauend
skizziert werden, wie sich exklusive Instanton-induzierte Prozesse mit Hilfe perturbativer
Methoden berechnen lassen [27,28,34,37,58,66,74,75]. Der wesentliche Unterschied besteht
darin, dass nun Operatorprodukte oder Greensfunktionen beziiglich externer Teilchen be-
trachtet werden, die um die klassische Losung herum entwickelt werden. Wahrend die im
letzten Abschnitt diskutierte Instantondichte D einer Renormierungsgruppeninvarianz auf
Zweischleifenniveau geniigt, sollen die externen Teilchen hingegen nur in semiklassicher
Néherung betrachtet werden.

Es soll zunéchst formal die Ubergangsamplitude 7 fiir einen gegebenen Prozess mit
Eingangsimpulsen p; und Ausgangsimpulsen k; definiert werden. Diese wird wie iiblich
aus dem nichttrivialen Anteil der Streumatrix S = 1 + T durch Abspaltung der die
Impulserhaltung gewéhrleistenden Delta-Funktion gewonnen

(ky .- kel Tp1 ... pm) = (27)" 5 (Z ki — sz) T. (1.66)

Der Wirkungsquerschnitt eines Streuprozesses zweier Teilchen im Anfangszustand mit den
Impulsen p; und p, ist dann in Minkowskimetrik durch

1 dSkf |T|2 4 o4
do = 2 H(zﬂ)g Spo (27)° 0 (p1+pz—2ki> (1.67)
4\/(2?1'1?2) —pivs 1 !

gegeben.
Die Ubergangsamplitude, die im Folgenden in euklidischer Metrik formuliert werden
soll, lasst sich mit Hilfe der LSZ-Reduktionsformel bestimmen

<q1 . -Qn| T |p1 . .pm> — H /d4$1 d4yj d42k d421 ei(kj~yj+kk-zk+kz.zz—l)i'ﬂcz‘)
i,7,k,l

Eﬂi<pi) 8:%1 5; (/C]) azj Xg(kk) aZk <0 ‘Aﬂl s AV1 e ﬂ e ~wnf 0> 521 XL<kl)> (1~68)

wobei die Quarks als chiral angenommen wurden, da das Interesse bei der Berechnung
Instanton-induzierter Prozesse liegt.'® Die 2n; beteiligten Quarks und Antiquarks wur-
den der Einfachheit halber samtlich als auslaufend betrachtet, wobei alternativ einlaufende
Quarks mit der Wellenfunktion y; und einlaufende Antiquarks mit der Wellenfunktion
XI% zu beriicksichtigen wéren. In der Impulssumme sind Quarks und Antiquarks im An-
fangszustand jeweils mit umgekehrtem Vorzeichen zu beriicksichtigen. Die Gluonen, de-
ren Farbindices unterdriickt wurden, seien beliebig auf Anfangs- und Endzustand verteilt,
wobei mit e die Polarisationsvektoren der einlaufenden und mit £* die der auslaufenden
Gluonen bezeichnet werden.

I3Man beachte, dass die Ableitungen bzgl. der Quarkfelder wie 9 = ¢ -9 und 9 = & - 9 zu lesen sind. Es
wird die fiir chirale Fermionen angemessene zweikomponentige Spinornotation verwendet.
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Abbildung 1.3: Diagrammatische Darstellung der semiklassischen Néhe-
rung eines generischen QCD-Instantonprozesses mit 2ny = 6 leichten
Quarks und Antiquarks (u, u, d, d, s, 3) und mehreren Gluonen. Linien deren
Enden mit einem & versehen sind entsprechen dabei Quarknullmoden bzw.
Instanton-Eichfeldern.

mmmemm

Das Operatorprodukt kann wie iiblich als Erwartungswert {iber die Zustandssumme der
Felder

<o]Am...¢j...¢nf

(1)
o> :% /.@A DY DYt Ay ], eV (1.60)

bestimmt werden. Wegen der axialen Anomalie tragen bei einer storungstheoretischen Be-
trachtung hierbei ausschlieBlich solche Entwicklungsreihen zur Ubergangsamplitude bei,
die um eine Instantonlésung herum entwickelt werden. Der Normierungsfaktor N ist durch
die reine Zustandssumme, die um die triviale klassische Losung A® = 0 herum entwickelt
wird, gegeben. Bei der Berechnung des Funktionalintegrals Gl. (1.69) lisst sich, wie im
letzten Abschnitt skizziert, die Nullmodenintegration separat als Integration iiber die
kollektiven Koordinaten behandeln. Ausgehend von den klassischen euklidischen Feldkon-
figurationen lassen sich die Quantenfluktuationen nun orthogonal zum Unterraum der
Nullmoden entwickeln. Im Folgenden soll allerdings lediglich die semiklassische Naherung
betrachtet und somit weitere Quantenfluktuationen ignoriert werden. In dieser Ndherung
reduziert sich das Funktionalintegral auf die Integration iiber die kollektiven Koordinaten

(0[Auy o by, |0)
J &R [dp [0 Do) 4D = B Ve = R) 0Dy, R)(LT0)

wobei fiir die Felder die entsprechenden klassischen Losungen einzusetzen sind,'* in sin-
gulidrer Eichung also das Eichfeld A aus Gl. (1.52) und fiir die Fermionnullmoden
W(I) = ¢ und YD = k) aus Gl. (1.53).

Nach Einsetzen von Gl. (1.70) in Gl (1.68) ldsst sich zunéchst die R-Integration durch
entsprechende Substitution der einzelnen Koordinaten als Delta-Funktion

/d4R )R (o)t 5t (S~ Y ) (1.71)

14Tatsichlich erhélt man in semiklassischer Niherung fiir die Quark-Antiquark-Paare 1)1 zunichst den
Dy 2D
Quarkpropagator im Instantonhintergrund S (y, 2) = s (y) &0 (2) —im 37 B W) R (3 Hierhei

A—im
wurden die Nullmoden aus der Summe herausgezogen, so dass diese nur noch iiber die Nichtnullmoden

mit A # 0 lduft, deren Beitrag im Limes m — 0 verschwindet.
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Abbildung 1.4: Zur Einfiihrung einer harten Skala, die sowohl fiir eine Ent-
wicklung nach ay als auch fiir eine dynamische Unterdriickung grofler Instan-
tonen notwendig ist, wird durch Radiation eines elektroschwachen Vektorbo-
sons eine der Quarknullmoden virtuell gesetzt. Die auslaufende Quarklinie
mit einem mittig versehenen & entspricht dabei einer Nicht-Nullmode.

faktorisieren. Nach Streichung von Gl. (1.71) und entsprechenden Fouriertransformationen
wie
Ap) = /d% e P A(x) (1.72)

ergibt sich nach Gl. (1.66) die Ubergangsamplitude in semiklassischer Niherung schlieSlich
zu [34,76]

T = /dp/dU D(p, 1m) T [(—pf) e(pi) - ] 11 [ e (q;) A(I)“j(—’fj)]

i

(1.73)
k l

11 [x}(kk) (ike) Hik(—kk)] 11 [ngl(—kl) (—ike) xr(k)

Die semiklassische Ndherung in der Instanton-Storungsreihe lésst sich diagrammatisch
darstellen. Der allgemeine, soeben diskutierte Prozess mit zwei Gluonen im Anfangszu-
stand ist in Abbildung 1.3 dargestellt.

Die LSZ-Reduktion ist prinzipiell fiir Teilchen definiert, die sich auf ihrer Massenschale
befinden. Im Falle der QCD mit masselosen Quarks entspricht dies dem Limes p? — 0
und kj% — 0. Allerdings ist hierfiir eine perturbative Entwicklung aus zweierlei Griinden
nicht durchfithrbar:

(i) Die laufende Kopplung «y muss, wie auch in der normalen Stérungstheorie, definiert
und hinreichend klein sein.

(ii) Hinzu kommt ein wichtiges Charakteristikum der Instantonphysik. Dem Instanton-
prozess kann iiber den Skalenparameter p eine Ausdehnung zugeordnet werden. Bei
der storungstheoretischen Entwicklung wurde nun lediglich ein einzelnes Instanton
beriicksichtigt, was bei p — oo sicher keine haltbare Annahme ist. Die Storungsreihe
muss fiir grofle p also irgendwann zusammenbrechen. Dies spiegelt sich direkt in der
perturbativ berechneten Dichteverteilung D(p, 1) wieder, die mit p ansteigt und das
Integral hieriiber im Infraroten divergiert. Durch externe Gluonen und Quarks, die
jeweils einen Faktor p? bzw. p%/? mitbringen, wird dies noch zusitzlich verstiirkt.

Der erste Punkt lésst sich in der QCD natiirlich durch die Einfiihrung einer kiinstlichen
Impulsskala () > Aqcp, wie beispielsweise die Virtualitét in tief-inelastischer Streuung,
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realisieren. Eine dhnliche Skala )" 14sst sich in dem hier betrachteten Prozess dadurch ein-
bringen, indem eine der externen Quarknullmoden durch einen entsprechenden effektiven
Vertex [34]

5 == (0) Vg R =55(a) [[ate e 5@ o, SO ) (LT
k(—k) — e*(q) - VI (—q, —k) = e.(q) /d4x e S (—k, x) 0, k(x) (1.75)

ersetzt und unter Abstrahlung eines elektroschwachen Vektorbosons mit Polarisationsvek-
tor &* und Impuls ¢, Q* = |¢?| virtuell mit Q" = |(k + ¢)?| wird. Man vergleiche hierzu
auch Abb. 1.4. Hierbei sind

SD(z, —k) = /d4y e®v S (z,y) (1.76)

und entsprechend SY)(—k, z) die Einbein-Fouriertransformierten [34] des jeweiligen Nicht-
nullmoden-Fermionpropagators [58]

U\ 2 5 — Do gUt
S (2, y) = — [5(0)(x—y) <1 + Yy ) L oo Uale = §)owU ] (1.77)

VILIL, z?y? Ar? 2z — y)y'll,
bzw.
S0 (@) =~ [50( —y) (14 T2V 4 £0 Usaulz —p)sUT} - o)
L, Y Py Ar? Mgat(z — y)*y? '

im Instantonhintergrund, wobei S (x) = 57301 und SO = 55— die freien chiralen Fer-
mionpropagatoren sind.

Fiir Q% > 0 und Q" > 0 konvergiert nun das p-Integral, da grofie Instantonen durch
den effektiven Vertex exponentiell unterdriickt werden [34].'> Hierdurch ergibt sich ein Q-
oder (’-abhéingiges Maximum in p. Die Virtualititen sind dabei grofl genug zu wéhlen,

dass das Maximum bei hinreichend kleinen Instantonen liegt, um im Giiltigkeitsbereich
der Instantondichte (1.62) zu bleiben [37,42,45].

Instanton-Feynman-Regeln in Impulsdarstellung

Abschlieflend sollen noch die amputierten Felder in Impulsdarstellung angegeben wer-
den [34]. Die Fouriertransformation der Quarknullmoden und der Instanton-Felder in sin-
guldrer Eichung ist nicht weiter problematisch. Deutlich komplizierter hingegen ist die
Fouriertransformation des effektiven Vertices.

5Moch, Ringwald und Schrempp [34] zeigen dies fiir tief-inelastische Streuung, wo das virtuelle Quark an
ein virtuelles Photon koppelt. In diesem Fall ist es iiblicher, ¢ und ¢’ als einlaufend zu betrachten und
q' = q — k zu setzen. Auf das Konvergenzverhalten der p-Integration wird spéter noch ausfiihrlicher
eingegangen.
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Quarknullmoden In euklidischer Metrik erhélt man fiir die amputierten Nullmoden mit
Farbindex ¢ und j in Impulsdarstellung [34]

Jim x (k) ik k' (—k) = 2mp*2 X, (k) € U'y (1.79)
bzw.
Bim (k) (—ik) xu(k) = 2m0"” U} €0 X2 (k). (1.80)

Gluonen im Instantonhintergrund Fiir ein amputiertes Gluon im Instantonhintergrund
mit Farbindex a ergibt sich auf der Massenschale im euklidischen Impulsraum [34]

2 2
lzirno (=p%) e(p) - AD(p) = TP [\ U (ep—p2) U] (1.81)
p— s

Effektiver Vertex Die Fouriertransformation des effektiven elektroschwachen Vertices V
ergibt nach hartnickiger und langer Rechnung [34]

lim e*(q) - VD (—q, —k) (—ik) = —2mip*>

k2—0
k-q#0
eke* 5 e(q+ k)e*  eke* .
Ut [Qk,q 7 (V@) + ( R 2k'q) 7 (pV/la+F) )} (1.82)
bzw.

lim ik VD (—q, —k)-e*(q) = —2mip*/?
k2—0
k-q#0

[k (v + (LD 2he) (i) o s

Hierbei tritt der Formfaktor

Fo) =wkw) =[5 ewi-w) (1+0(2)) (184)

auf, so dass der Vertex bei nichtverschwindendem ) und @’ in p asymptotisch exponentiell
abfillt und die entsprechende p-Integration konvergiert.

Damit stehen prinzipiell alle wichtigen Bausteine der Instanton-Storungsrechnung im
Impulsraum zur Verfiigung.
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1.2.3 Die Valley-Wirkung

Bisher wurden ausschliefllich exklusive Prozesse betrachtet. Bei der Vorhersage der Ra-
te von Instanton-Prozessen ist allerdings die vollstédndige Konfiguration des Endzustands
weniger interessant. Dies trifft insbesondere auf die genaue Anzahl der Endzustandsgluo-
nen zu, so dass eine Summation iiber Endzustinde mit verschiedener Gluonzahl not-
wendig wird. Hierbei wére eine exklusive Behandlung jedes einzelnen Beitrags duflerst
mithsam [77]. Dem Problem deutlich angepasster ist eine inklusive Betrachtung des End-
zustands iiber das optische Theorem, bei welcher eine Gluonresummation bereits bertick-
sichtigt wird.

Wegen der Unitaritit der Streumatrix S'S = 1 lisst sich die Summe des Amplituden-
quadrates iiber alle moglichen Endzustinde!® mit Hilfe des optischen Theorems auch als
Vorwirtsstreuamplitude

Y @m)t &t (B = K [(fIT]0) =2 S (i|T]0) (1.85)
7

der Teilchen des Anfangszustands auffassen, wobei P; = p; + ps + ... der Gesamtimpuls
des Anfangszustands und K; der des Endzustands ist. Der totale Wirkungsquerschnitt,
beispielsweise fiir die Streuung zweier Teilchen, ist daher durch

S @[T14)

2\/(p1 -p2)” — P}

Otot =

(1.86)

gegeben.

Die komplexkonjugierte Amplitude zu einem Instantonprozess entspricht der Amplitude
eines Antiinstantonprozesses. Es liegt also nahe, bei der Anwendung des optischen Theo-
rems die Vorwirtsstreuung vor dem Hintergrund eines Instanton-Antiinstanton-Paares
heranzuziehen und die Gluonen und Quarks des Endzustandes als Austauschteilchen zwi-
schen beiden zu betrachten [29, 78] (vergl. Abb. 1.5).

Wiéhrend die Anzahl der Endzustandsquarks durch die axiale Anomalie vorgegeben
ist, konnen prinzipiell beliebig viele Gluonen emittiert werden. Eine explizite Aufsum-
mierung der Einzelbeitrige kann umgangen werden, indem man den Gluonenaustausch
regelrecht als Wechselwirkung im semiklassischen Sinne zwischen Instanton und Anti-
instanton interpretiert. Das Problem hierbei ist, dass die Summe der beiden einzelnen
Konfigurationen AUt = AD 1 AU) keine Losung der euklidischen Feldgleichungen ist,
also auch keiner Konfiguration minimaler Wirkung entspricht. Die gesuchte Wirkung .5,
die einen Instanton-Antiinstanton-artigen Prozess semiklassisch vollstandig beschreiben
wiirde, ist bisher nicht bekannt und wird gemeinhin auch einfach als Holy-Grail-Funktion
bezeichnet. Es ist iiblich, sie in Einheiten der doppelten Instantonwirkung zu normieren

Qs
Fig= 7" S. (1.87)

16Bei gegebener Teilchenkonfiguration im Endzustand ist dies das invariante Phasenraumintegral und
eine eventuell anfallende Spinsummation.
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ng

Abbildung 1.5: Das optische Theorem lésst sich mit einer Gluonresummati-
on kombinieren. Der totale Wirkungsquerschnitt fiir beliebig viele Endzustands-
gluonen mit einem einfachen Instantonhintergrund lédsst sich dabei durch die
Vorwirtsstreuamplitude vor dem Hintergrund eines mit einem Antiinstanton
wechselwirkenden Instantons ausdriicken.

Die Holy-Grail-Funktion ldsst sich perturbativ durch das sogenannte Valley-Verfahren'”
berechnen [30,69,75,79-88], siehe auch die Reviews [50,89-91], und wird in dieser Néhe-
rung als Valley- Wirkung SY7) bezeichnet. Hierbei wird ausgenutzt, dass die Summe der
beiden einzelnen Feldkonfigurationen mit entsprechenden Skalenparametern p und p, die
sich an den Positionen z bzw. z befinden mégen, bei hinreichend grossem Abstand B2 > pp
den Feldgleichungen geniigen, so dass zunéchst von dem Ansatz

lim  AUD = AD(, p, Uy) + AD(z — R, p, T) (1.88)

ausgegangen wird. Die Valley-Wirkung ist dann im asymptotischen Grenzfall iiber die
Summe der beiden einzelnen Wirkungen gegeben

lim SU) =1, (1.89)

was bedeutet, dass zwischen Instanton und Antiinstanton bei unendlichem Abstand keine
Wechselwirkungen mehr auftreten. Dieser Grenzfall wird auch als Dilute-Gas-Approxima-
tion bezeichnet, die bereits bei der perturbativen Betrachtung in Abschnitt 1.2.1 im ein-
fachen Instantonhintergrund implizit angenommen wurde.

Ausgehend von der asymptotisch klassischen Losung Gl. (1.88) findet man bei der Be-
rechnung von Quantenfluktuationen der Wirkung eine negative Mode, die auch als Quasi-
nullmode bezeichnet wird. Ihre Richtung héngt vom Wert der kollektiven Koordinaten (;
ab. Entlang der Trajektorie der Quasinullmode A((]IZQI(C ) bildet die Wirkung dabei den mit
flacher Neigung verlaufenden Grund einer Schlucht oder eines langestreckten Tals, wie in
Abb. 1.6 dargestellt, an deren Seiten die steilen Wéande der gauflschen Nichtnullmoden
hinaufragen. Eine Gauflintegration entlang der Trajektorie ist also wenig sinnvoll. Bei
dem von Balisky und Yung [69, 80, 81] vorgeschlagenen Valley-Verfahren wird zunéchst
mit Hilfe der Strémungsliniengleichung

oAz, ¢)  68UD

i

1"Das Valley-Verfahren wird auch Streamline-Verfahren genannt.
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Abbildung 1.6: Abgebildet ist die Topographie der Valley-
Wirkung im Funktionenraum. Die Konturen markieren Bereiche
konstanter Wirkung. Die Valley-Trajektorie ist hier {iber den
konformen Parameter £ parametrisiert und verlduft mittig von
rechts (asymptotisches Dilute-Gas) nach links (triviales, per-
turbatives Vakuum). Orthogonal zur Trajektorie verlaufen die
gaufBschen Nichtnullmoden.

die Trajektorie bestimmt, welche den steilsten Abstieg im Tal bedeutet und entlang de-
rer das System durch die Attraktion getrieben wird [92]. Bei festgehaltenen kollektiven
Koordinaten definiert sie somit stets die Konfiguration mit minimaler Wirkung — die
Valley-Wirkung. Die Lagrange-Multiplikatoren ¢; sind hierbei ein Ma#f fiir die Steigung der
Wirkung entlang der Trajektorie. AnschlieBend wird bei gegebenem ( iiber die gau3schen
Moden, die orthogonal zum Tal verlaufen, integriert und schliellich die exakte Integration
iiber die kollektiven Koordinaten durchgefiihrt.

Unter Ausnutzung der konformen Invarianz lisst sich die Differentialgleichung G1. (1.90)
mit der asymptotischen Randbedingung, Gl1. (1.88),'® exakt 16sen [30,82]. Die Trajektorie
wird dabei nur {iber den konformen Parameter

R+ +p
pp

§ (1.91)

parametrisiert, so dass die Dilute-Gas-Approximation nun dem Limes { — oo entspricht.
Es ist iiblich, von der Valley-Wirkung die Wechselwirkung Q) zu separieren

SUD (€ u) =14 QUD€ u). (1.92)

Neben dem konformen Parameter héngt diese noch von der relativen Gruppenorientie-
rung u®® = Ut%; U des Antiinstantons zum Instanton ab. Alternativ lisst sich die
Gruppenorientierung auch durch einen komplexen Vektor u, = % tr (uo), mit u = u,0,,

1¥Hinzu kommt die vorgegebenen Richtung der Quasinullmode im asymptotischen Limes.
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1.2 Perturbative Methoden

bestimmen.'® Man erhilt schlieSlich [30,42,82]
Q(g,u):2<yu\2_4|u.}?|2) S+ ((|u|2—4|u.z§>|2) +Jult + 2utu *2) S, (1.93)

wobei R“ = R,/V R? der normierte Abstandsvektor ist und

A= 144X21n A 1= A2+ (1+A2)InA
5 = Sy =

(A2 —1)° -1 (1.94)

mit A = £(£ + /€2 — 4) fiir £ > 2 oder allgemeiner A + 1/ = ¢.

Die Wechselwirkung wird in der Ausrichtung mit der gréfiten Attraktivitdt minimiert.
Diese Konfiguration wird bei paralleler Ausrichtung von Instanton und Antiinstanton
u = R, der Dipolkonfiguration, angenommen, so dass die minimale Wechselwirkung sich
zu

QUD(€) = —6 4 (€) + 12 Du(€), (1.95)

mit QUD e [—1,0] fiir £ € [2,00], ergibt. Abbildung 1.6 zeigt die Topographie der Wir-
kung in der Ndhe der Dipol-Valley-Wirkung mit quadratischem Anstieg in Richtung der
Nichtnullmoden.

Abschlieflend soll als Beispiel die Vorwiértsstreuamplitude fiir zwei Gluonen formal kon-
struiert werden (vgl. dazu Ref. [34,37,76,86]), wobei hier der Klarheit wegen auf Quark-
nullmoden oder die Einbindung einer Virtualitét verzichtet werden soll. Beides wird im
spateren Verlauf der Arbeit mit beriicksichtigt.

Bei der Integration iiber die kollektiven Koordinaten sind nun der relative Abstand R,
die relative Ausrichtung u, sowie die beiden Skalenparameter p und p zu beriicksichtigen.?
Fiir jedes der beiden Instantonen geht eine entsprechende Dichteverteilung D ein, wobei
die Wirkung durch die Valley-Wirkung zu ersetzen ist

e S _ - (1v0n), (1.96)

Die Amplitude ergibt sich schliefflich zu

)(p1, pa) /d4 /dp/dp/dU PR R (p1;p, 0, U) Ry (p2; p, 1)

(D) (¢
D(p, pir) D(p, py) e X0E0 (ppp2)RBTTED (g g7)

wobel mit

Ry (p; p, pyu) = lim  — Z potr (A“ A(i)(—p)> por (x\“ 8T~A(”(p)> (1.98)

p—>01

YFiir den Spezialfall einer SU(2) ist u reell und wegen der Unitaritit auf u? = 1 normiert. Bei einer
Einbettung in eine SU(N), mit N > 2, wird v komplex und wegen zusitzlicher Winkel, die die Ein-
bettung in die gréfiere Gruppe parametrisieren, dann entsprechend |u|? < 1. Man beachte weiterhin,
dass fiir [u|* < 1 U nicht mehr unitér ist, also u®® u'sp # 05.

20Hinzu kommt die Integration iiber die Schwerpunktskoordinate, welche durch die Impulserhaltung der
Vorwiértsstreuung eliminiert wird, sowie ein triviales Integral iiber die absolute Gruppenorientierung.
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jeweils die vorwartsgestreuten LSZ-amputierten Gluonen beriicksichtigt werden.

Gl. (1.98) ergibt sich unmittelbar aus den Regeln fiir den exklusiven Fall. Der Faktor
1/16 kommt hierbei durch die Mittelung von Polarisation r und Farbindex a zustan-
de. In GIl. (1.97) wurde nur der inklusive instantoninduzierte Prozess beriicksichtigt. Die
entsprechende Amplitude, die einen Prozess fiir ein Antiinstanton beschreibt, ist entspre-
chend identisch mit GI(1.97). Ublicherweise werden beide Amplituden addiert, da eine
messtechnische Unterscheidung zwischen beiden Féllen kaum méglich ist.
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2 Instantonen und der LHC

Bislang liegt kein gesicherter experimenteller Befund vor, der die Existenz Instanton-
induzierter Prozesse und somit die topologische Struktur des Yang-Mills-Vakuums eindeu-
tig belegen wiirden. Andererseits handelt es sich hierbei um einen wesentlichen theoreti-
schen Bestandteil jeder nichtabelschen Eichtheorie [2-5,10,12,51,53,59,60,70,72]. Sofern
es sich also bei der QCD und QFD um geeignete Quantenfeldtheorien zur Beschreibung
der elementaren Wechselwirkungen handelt, so muss es auch Instanton-induzierte Prozesse
geben ('t Hooft [2]).

Insgesamt stellt sich die Frage nach der Messbarkeit von Instanton-artigen Prozessen
in der QFD oder QCD, also nach Ereignisraten und der Abgrenzung zum Untergrund.
In der Vergangenheit wurden bereits intensive Anstrengungen unternommen, um Aussa-
gen diesbeziiglich zu treffen. Als besonders vielversprechend und fruchtbar erwiesen sich
dabei die Untersuchungen von Ringwald und Schrempp [33-46] zu Instantonen in tief-
inelastischer Streuung bei HERA, auf deren Grundlage schliellich auch Experimente der
H1- und ZEUS-Kollaborationen [47,48] stattfanden. Eine komplementidre Umgebung zur
tief-inelastischen Streuung bei HERA stellt die P P-Streuung am LHC dar. Dieses Kapitel
soll nun qualitativ motivieren, warum die Suche nach Instantonen dort als eine interessante
Alternative erscheint.

2.1 Zusammenbruch der Valley-Wirkung

Grundséatzlich liefern Instantonereignisse eine Reihe duflerst spektakuldrer Effekte, die
mit der anomalen Ward-Identitét (1.20) im Zusammenhang stehen und auf die es im
iblichen storungstheoretischen Rahmen keine Antworten gibt. Von seinen physikalischen
Auswirkungen her ist der elektroschwache Sektor mit B+ L-verletzenden Prozessen wie in
Gl. (1.26) potentiell sicherlich sehr spektakuldr. Allerdings gibt es verschiedene Argumente
[33,50,93-95] dafiir, dass die Holy-Grail-Funktion nur etwa bis

1
Fie 2 = (2.1)
2
abfallen sollte. Da der Tunnelfaktor mit
e W A 10710 Taw e <0 (2.2)

in der QFD extrem klein ausféllt, wiirde dies bei weitem nicht ausreichen, um die starke
Tunnelunterdriickung aufzuheben.
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Abbildung 2.1: Giiltigkeitsbereich der Valley-Wirkung.

(a) Zur Linken wird die normierte II-Abstandsverteilung (2.3) unter Verwendung der Valley-
Wirkung und der Dichteverteilung vom Gitter Daitter mit reinen Gittersimulationen verglichen
[42,44,45]. Die Gitterdaten stammen dabei von UKQCD [96].

(b) Rechts ist eine numerische Simulation von Rubakov et al. [97] der Holy-Grail-Funktion fiir
Prozesse mit einfacher B + L-Verletzung im Vergleich mit der Valley-Wirkung dargestellt.

Erste konkrete Hinweise darauf, dass diese Vermutungen zutreffen, wurden von Ring-
wald und Schrempp [42,44,45] mit Hilfe von UKQCD-Daten [96] gefunden. Hierzu wurde
die II1-Abstandsverteilung

dn(H_) o )
Az 'R / dp / dp Diats(p) Diase(p) / dv emar (2.3)

berechnet, wobei statt der storungstheoretisch berechneten Dichteverteilung (1.62) die
durch Gitterdaten gestiitzte Dichteverteilung Dy, ansonsten aber die Valley-Wechsel-
wirkung aus Gl. (1.93) verwendet wurde. Ein direkter Vergleich mit reinen Gitterdaten
erlaubt es nun, den Giiltigkeitsbereich der Valley-Wechselwirkung QU7 (¢) abzuschitzen.

Die Abhéngigkeit vom konformen Parameter ¢ bzw. des Verhéltnisses von Instanton-
Antiinstanton-Abstand R zu deren mittlerer GroBe (p) lésst sich tiber einen Sattelpunkt
in R in Relation zum Verhéltnis zwischen Prozessenergie und Sphaleronmasse (1.14)

R E

(p) “ Mpn
bringen [14,17]. Das Ergebnis ist Abbildung 2.1 (a) zu entnehmen. Wie man sehen kann,
stimmt Gl. (2.3) mit den Gitterdaten bis £ S Mg,y entsprechend R 2 (p) iiberein. Dieser
Punkt markiert somit die Grenze des Giiltigkeitsbereiches der Valley-Wirkung.

Dieser Trend wurde spéter unabhéngig von Rubakov et al. [97] durch numerische Un-
tersuchungen der Valley-Wirkung bestétigt, wobei schliellich auch der weitere Verlauf der

(2.4)
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2.2 Instantonen in tief-inelastischer Streuung

Holy-Grail-Funktion bei héheren Energien & > Mgy, genauer geklart werden konnte. Wie
Abb. 2.1 (b) gut zu entnehmen ist, stimmen Valley-Wirkung und Holy-Grail-Funktion in
der Tat bis zur Sphaleronmasse sehr genau miteinander iiberein und fallen dabei bis zu die-
sem Punkt etwa auf ihren halben urspriinglichen Wert ab. Wihrend die Valley-Wirkung
fiir hohere Energien quasi ungebremst weiter abféllt, flacht die eigentliche Holy-Grail-
Funktion stattdessen sehr schnell aus.

Wie bereits zu Beginn des Abschnitts angedeutet wurde, lassen diese Ergebnisse al-
so darauf schliefen, dass im elektroschwachen Sektor die extreme exponentielle Unter-
driickung nicht hinreichend stark aufgehoben wird und B + L-verletzende Instanton-
Prozesse auch im Multi-TeV-Bereich kaum messbar sein sollten. In der QCD ist die Eich-
kopplung dagegen erheblich gréfier und die Tunnelunterdriickung entsprechend schwécher.

Eine Reduktion des Tunnelfaktors zu
e_% — 6_% san ~ 6_% (25)

hat in der QCD daher wesentlich gréflere Auswirkungen als in der QFD.

2.2 Instantonen in tief-inelastischer Streuung

Fiir den kinematischen Sektor der tief-inelastischen Streuung wurde die Instantonsuche
schlieBlich intensiv von Ringwald und Schrempp [33-46] vorangetrieben. Hierbei wurde
insbesondere die Instanton-Stérungsrechnung in den Impulsraum iibertragen [34], was erst
die Einbeziehung kinematischer Schnitte ermoglichte. Im Folgenden sollen kurz die wich-
tigsten Eigenschaften Instanton-induzierter Prozesse in tief-inelastischer Streuung vorge-
stellt werden.

Jet

Instanton-Subprozess

Abbildung 2.2: Instanton-Prozesses in tief-inelastischer e P-Streuung.

Abbildung 2.2 zeigt eine schematische Darstellung eines typischen Instanton-Prozesses
in tief-inelastischer Streuung. In semiklassischer Naherung ist wegen der axialen Anomalie
(1.20) jedes leichte Quarkflavor u,d und s mit jeweils zwei Nullmoden-Quarks beteiligt
[66], ferner ist die Gluonenmultiplizitét typischerweise von der Ordnung (n,) ~ 1/a5 [33].
Die gestrichelte Box markiert den eigentlichen punktférmigen Instanton-Subprozess, des-
sen Signal eine isotrope Impulsverteilung und somit in der Rapiditétsverteilung einen stark
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konzentrierten Peak aufweisen sollte. Bei niedrigem «, und entsprechend hoher Multipli-
zitdt kann somit von einem feuerballartigen Ereignis gesprochen werden. Der eigentliche
Subprozess koppelt dabei iiber ein virtuelles Quark ¢* an das virtuelle Photon ~v*, wodurch
ein Quarkjet abseits des Feuerballpeaks in der Rapiditétsverteilung entsteht [40,43,45].

Damit der Prozess mit dem Kalkulus der Instanton-Storungsrechnung berechnet wer-
den kann, wird iiber die Quark-Photon Kopplung die Virtualitit Q' = y/—¢'? iiber den
t-Kanal in den Subprozess eingespeist. Es ist {iblich, neben der Skalierungsvariable z, der
Virtualitit des Photons @ = y/—¢? und der Schwerpunktenergie /s = /(¢ + p)? des
iibergeordneten Photon-Parton-Streuprozesses entsprechende Variablen fiir den eingebet-
teten Instanton-Subprozess zu definieren

. Q/Q

T 9 +Q2 <1 Q/Q = _q/2 >0 s=(q +p)2. (2.6)

Hierbei seien ¢’ der raumartige Impuls des virtuellen Quarks und p der des reellen Par-
tons des Protons, im Falle des fithrenden Prozesses also der des Gluons. Die Kinematik
des Instanton-induzierten Photon-Gluon Streuprozesses ist zur besserenUbersicht in Ab-
bildung 2.3 zusammengefasst.

o Q/Q

Abbildung 2.3: Dargestellt ist die Kinematik des virtuel-
len Instanton-induzierten Photon-Gluon Streuprozesses. Die
Virtualitit @’ des eigentlichen Subprozesses wird iiber den
t-Kanal in diesen eingespeist.

Im Bjorken-Limes faktorisiert der Wirkungsquerschnitt des Instanton-induzierten Pro-
zesses zu [37]

do'h) 7SI _
drdQ? = 2o ardQe opp (7.Q%), P elea, Pelagh (27
PP

wobei die Summe hierbei iiber die jeweils moglichen Partonen lauft. Der Wirkungsquer-
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2.2 Instantonen in tief-inelastischer Streuung

schnitt fiir den fithrenden Subprozess ist ferner durch [37]

_ _ _ onBorrQUD () N.p  _4roUl)
opg(q,p) = /d4R/dp/dp D(p, piv) D(p, piy) (pp) ) eilord 1R =552

21 Q%p-q | 1 / /=~ 2np—1 1 Qs 6 &
30, 82 (kD)? F(Q'p) F(QD)  w(&)™ ovr \ir aungg (2.8)
externe Quarknull?nroden und Gluonen int. Quar;gullmoden h Sattelpunk;aruppenint. g

gegeben. Die differentielle PP-Luminositat fiir e P-Streuung im Instanton-Hintergrund
ldsst sich schliellich als Produkt von Flussfaktoren fiir die einzelnen Teilprozesse auffassen
[37]

(lg(/) 27‘ « e’])’ /CC, d:L’ / dlBj / dyB,] F) F)(l) < T Q, ) f (2 9)
PP S _ — ¥ P - P- :
X

x PR
da’'dQ" Sep  X'? TBj YB; '’ Q?

Bei /s.p handelt es sich hierbei um die durch den Beschleuniger vorgegebene eP-Schwer-
punktsenergie. Weiterhin ist P.«(yg;), mit yp; = Q*/(sepwp;), der iibliche Weizsicker-
Williams-Fluss fiir die Abstrahlung eines virtuellen Photons und fp (zg;j/z,...) die ent-
sprechende Partonendichte im Proton, mit zp; = Q*/(2P - ¢) und dem Protonenimpuls P.
Zu diesen beiden Faktoren, die auch in gewohnlicher tief-inelastischer Streuung auftreten,
kommt noch ein weiterer Instanton-spezifischer Faktor hinzu, der Flussfaktor [37]

2 3 1 1 Q7
p (2 Q7Y L Tyt 2 & 2.10
P (xﬂx’ QQ 1673 o/ + T x! QQ ( )
fiir die qq¢*-Erzeugung durch Zerfall des virtuellen Photons im Hintergrund eines Instan-
tons.

Der Wirkungsquerschnitt fiir den ¢*g-Subprozess ist schliellich in Abbildung 2.4 dar-
gestellt. Bei konstant gehaltener Virtualitat @' steigt die Schwerpunktsenergie des Sub-

100 L L B BN 100 E T T T T T T T T T E
i ] 104 | 1
10% ¢ s b 3
o Q [Gev] ]
102 E
3 L E 3
100 — 10k E
s Tew otk 3
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Q2 [Gevz] X

Abbildung 2.4: Dargestellt ist der totale Wirkungsquerschnitt des fiihrenden Instanton-
Subprozesses bei HERA [43]. Die Abbildung links zeigt dabei fiir verschiedene Werte von z’
den Verlauf iiber Q2. Rechts ist entsprechend der 2’-Verlauf fiir verschiedene Q"2 angegeben.
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prozesses

s'(z') = Q" <$ - 1) (2.11)
mit abnehmendem z’ an. Man erkennt also deutlich den Anstieg des Wirkungsquerschnit-
tes mit zunehmender Energie. Unter Beriicksichtigung der weiteren Flussfaktoren, insbe-
sondere dem fiir die g¢*-Erzeugung, und nach Integration iiber die einzelnen kinematischen
Variablen erhélt man nach Summation iiber die einzelnen Partonen-Beitrdge den totalen
Wirkungsquerschnitt fiir Instanton-induzierte tief-inelastische eP-Streuung bei HERA.
Hierbei ist zu beachten, dass fiir (), ' und die iibrigen Variablen Integrationsschnitte
anzusetzen sind, um den Giiltigkeitsbereich der Valley-Wirkung nicht zu verlassen.

2.3 Neue Wege: Instantonen am LHC

Komplementér zur tief-inelastischen Streuung erscheint nun die Instantonsuche am LHC.
Ein typischer Instantonprozess, wie er in PP-Streuung stattfinden sollte, ist in Abbil-
dung 2.5 dargestellt. Charakteristisch ist der aus zwei Gluonen bestehende partonische
Anfangszustand, sowie die ausgepragte isotrope Feuerballsignatur. Das emittierte Vektor-
boson und der Quark-Jet dienen dabei der Praparation der Virtualitit des Subprozesses.

W=y Jet

Instanton-Subprozess

Abbildung 2.5: Typischer Instanton-Prozess am LHC.

2.3.1 Allgemeine Aspekte

Die stark vorgegebene Kinematik in tief-inelastischer e P-Streuung liefert im Vergleich zu
reinen Protonenbeschleunigern den Vorteil einer verhéltnisméfBig klaren, {ibersichtlichen
Prozessstruktur. Wegen einiger besonderer Charakteristika von Instantonprozessen bieten
Hadronenbeschleuniger allerdings dennoch einige entscheidende Vorteile gegeniiber eP-
Beschleunigern. So zeichnen sich Instantonprozesse dadurch aus, dass
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Abbildung 2.6: Gluonverteilung bei einer Skala von @ = 10 GeV
und @ = 100 GeV, nach MRST2004NNLO.

e jedes nichtperturbative Gluon, im Gegensatz zu Quarks, einen Faktor von 1/a; zum
Wirkungsquerschnitt beitréagt,

e die Gluonenmultiplizitét von der Gréflenordnung (ng) ~ 1/ ist [33],

e aufgrund der axialen Anomalie (1.20) séamtliche leichten Quarkflavors u, d, s, sowie
ihre Antimoden «, d, § mit definierter Chiralitéit am Subprozess beteiligt sind [2] und

o der exklusive Wirkungsquerschnitt bei insgesamt n; leichten Quark-Flavors und
ngy Gluonen unterhalb der Sphaleronmasse mit einer charakteristischen Potenz der
Schwerpunktsenergie ansteigt [28]

I 83nf+2ng—5'

o (2.12)

Das Energieverhalten lisst sich durch einige Dimensionsbetrachtungen verstehen [98].
Fasst man den Instanton-Prozess als punktférmig auf mit entsprechendem Vertex in einer
effektiven Lagrangedichte, so ist jedem Gluon die Impulsdimension [F),,]| = 2 und jedem
Quark [g] = 3/2 zuzuordnen. Bei 2n; Quarks und n, Gluonen hitte die effektive Kopp-
lung somit die Dimension d = 3ny + 2n, — 4. Die quadratisch in den Wirkungsquerschnitt
eingehende Kopplung ist nun durch eine entsprechende Potenz der Schwerpunktsener-
gie /s zu kompensieren. Der zusitzliche Faktor 1/s in Gl. (2.12) bringt schlieBlich den
Wirkungsquerschnitt auf die Dimension einer Fliche.!

Der wesentliche Vorteil bei Protonenbeschleunigern liegt nun klar auf der Hand. Im
Vergleich zur eP-Streuung kann nun ohne weiteres auch ein zweites Gluon im Anfangs-
zustand hinzugezogen werden, was im naiven Vergleich einen Faktor von 1/ay ~ 10 im
Wirkungsquerschnitt bedeutet und somit potentiell die Rate um eine Groflenordnung an-
heben sollte.

!Der Beitrag zur Potenz von 3/2 durch jedes Quark und 2 durch jedes Gluon entspricht dabei genau
der jeweiligen Potenz in p.
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Instantonen und der LHC

Zudem steht mit dem LHC in Kiirze ein Beschleuniger mit einer sehr hohen Schwer-
punktsenergie von

\V/Spp ™~ 14 TeV (213)

zur Verfiigung. Die beiden den Protonen zuzuordnenden Gluonen tragen, wie Abbildung
2.6 zu entnehmen ist, iiblicherweise einen Impulsanteil von z; = 0.01...0.1. Die effektiv
zur Verfiigung stehende Schwerpunktsenergie des partonischen Subprozesses liegt somit
typischerweise bei

V5 = /T1225pp = 140GeV ... 1.4 TeV, (2.14)

also gut eine Gréflenordnung iiber den typischen 20...60 GeV der v*g-Fusion bei HERA.

Hinzu kommt, dass wegen der grofleren Schwerpunktsenergie auch die typische Impuls-
skala nach oben wandern sollte, was eine kleinere laufende Kopplung und somit eine héhere
Gluonenmultiplizitdt zur Folge hétte. Die Feuerballsignatur von Instanton-Ereignissen
sollte am LHC also ausgepriigter sein als bei HERA.

2.3.2 Ereignis-Signatur

Das besondere an typischen Instantonsignalen ist die Isotropie in der inklusiven Impulsver-
teilung [33] im Schwerpunktsystem des Instantons. Dies fithrt zu einer stark konzentrierten

Verteilung

do Fonst N do 1
— ~ konst. — ~
dQ dn  cosh®n

(2.15)

in der Pseudorapiditét
0
n=—In (tan 710) : (2.16)

wie in Abbildung 2.7 dargestellt, wobei ¥, der zugehorige Polarwinkel sei. Wegen der
Symmetrie des hadronischen Anfangszustands bei P P-Beschleunigern wie dem LHC soll-
te sich der Peak des Instanton-Signals im wesentlichen also in der Nahe von 7 ~ 0 befinden.

I-Signal ~ cosh™2 7

gew. P P-Kollision.

d®/dn —»

0 N —»

Abbildung 2.7: Dargestellt ist die inklusive Pseudorapiditétsver-
teilung fiir einen typischen Instantonprozess. Wegen der isotropen
Winkelverteilung ist das Signal in der Rapiditét stark konzentriert.
Die inklusive Pseudorapiditatsverteilung eines gewthnlichen hoch-
energetischen P P-Streuprozesses ist hingegen relativ flach mit ei-
nem breiten Plateau.
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2.3 Neue Wege: Instantonen am LHC

Abbildung 2.8: Dargestellt ist die Kinematik eines
Instanton-induzierten gg-Streuprozesses. Die Virtualitdt
Q = \/q72 des Subprozesses wird iiber einen s-Kanal des
Endzustandes eingebracht, so dass der zugehorige Impuls
zeitartig ist.

Im Gegensatz dazu ist die inklusive Pseudorapiditéitsverteilung einer gewohnlichen hoch-
energetischen P P-Kollision weitestgehend flach und weist ein ausgeprigtes Plateau auf
(Limited-Fragmentation-Hypothese [99]).

Damit Instanton-Prozesse in P P-Streuung mittels des Kalkiils der Instanton-Stérungs-
rechnung berechenbar bleiben, bedarf es noch einer harten Impulsskala @' im eigentlichen
Subprozess. Wahrend diese in tief-inelastischer e P-Streuung durch ein virtuelles Photon
tiber den ¢-Kanal prapariert wird (vergl. hierzu Abbildung 2.3), bietet sich nun die Emis-
sion eines elektroschwachen Vektorbosons iiber einen s-Kanal des Endzustands an, wie
dies in Abbildung 2.8 dargestellt ist. Der Impuls ¢’ der hierdurch erzeugten Virtualitét
ist dabei zeitartig, wie sich leicht einsehen lisst. Setzt man ¢ mit ¢ > 0 als Impuls des
emittierten Vektorbosons und & mit k% = 0 fiir das resultierende Quark oder Antiquark
nach der Emission, so lasst sich die Virtualitdt des Subprozesses iiber

Q*=(q+k)?>2q-k=2¢K" (1 —1q1/q° cos 19q7k> >0 (2.17)
<1

abschéitzen. Die untere Grenze ist dabei prinzipiell durch die Masse bzw. Virtualitit des
emittierten Vektorbosons gegeben

Q" >Q*=q¢>0. (2.18)

Fiir die Emission des Vektorbosons bieten sich schliellich prinzipiell mehrere Varianten
an, die im Folgenden kurz angesprochen werden sollen:

1. Emission eines virtuellen Photons, mit anschlieBendem Zerfall in ein Lepton-Anti-
lepton-Paar B
gt9—7+nla+@+ngg9, =1+ (2.19)

2. Photoproduktion mit hohem Transversalimpuls

g+g—v+ngg+q +ngg (2.20)
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3. Emission eines W*-Bosons

g+ 9—=W/Z+q+7+ny—1)(g+q +ng g (2.21)

Der erste Fall stellt das Analogon zum Instanton-induzierten virtuellen ~*g-Prozess in
tief-inelastischer Streuung dar und kann gewissermaflen als Referenzprozess verstanden
werden. Der effektive Vertex der Ankopplung des virtuellen Photons an das virtuelle
Quark aus den Untersuchen fiir HERA lésst sich quasi direkt iibernehmen. Das virtuelle
Photon konnte durch Lepton-Paarerzeugung prapariert werden, wobei sich hier besonders
die Frage nach dem perturbativen Untergrund stellt.

Der zweite Fall ist sicher sehr interessant, insbesondere was die zu erwartende Rate
anbelangt. Allerdings wirft er technische Probleme wegen der fehlenden Photonenmasse
auf, wodurch zunéchst Infrarotdivergenzen entstehen und der sonst fiir virtuelle Photonen
giiltige effektive Vertex nicht ohne weiteres anwendbar ist.

Besonders interessant erscheint die Moglichkeit einer W- oder Z-Emission. So bieten
beide durch ihre Masse automatisch eine ausreichend hohe Impulsskala und kénnen ohne
weitere Schnitte beziiglich ihrer Virtualitdt betrachtet werden. Durch ihre hohe Masse
besteht allerdings u.U. die Gefahr, dass sich die Rate extrem reduziert, worauf in den
folgenden Kapiteln im Detail einzugehen sein wird. Andererseits sollte sich das Signal fiir
W=- und Z-Produktion leichter von potentiellen Untergrundsignalen unterscheiden lassen
als bei der Emission eines virtuellen Photons.
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3 Exklusives: Der einfachste Prozess

In den folgenden Kapiteln sollen nun erste quantitative Untersuchungen zu Instanton-
induzierten Prozessen am LHC angegangen werden. Um hierbei zunéchst einen Uberblick
der Auswirkungen durch die Besonderheiten im Vergleich zum tief-inelastischen Fall zu
gewinnen, wird in diesem Kapitel zunédchst mit den in [34] entwickelten Methoden der
Instanton-Storungsrechnung in Impulsdarstellung der einfachst mogliche Prozess berech-
net. Dieser zeichnet sich dadurch aus, dass lediglich ein einzelnes Quark-Flavor als Null-
mode direkt an das Instanton kopple und neben den beiden Gluonen des Anfangszustand
keine weiteren beriicksichtigt werden.

3.1 Definition des Prozesses

Léasst man sdmtliche Gluonen im Endzustand unberiicksichtigt und setzt die Anzahl der
Nullmodenflavors, die direkt an das Instanton koppeln, zu ny = 1, so ergeben sich die
beiden zu betrachtenden Prozesse

R Ay (3.1)

und
gHgSW+7 +q (3.2)

Beide lassen sich vollig analog berechnen, wobei es einen entscheidenden Unterschied gibt:

Das virtuelle Photon v* kann sowohl vom Quark als auch vom Antiquark emit-
tiert werden, waihrend das W -Boson ausschliefSlich an das rechtshindige Anti-
quark koppelt.

Bei der Emission des virtuellen Photons sind also Interferenzen zwischen den beiden ent-
sprechenden Amplituden zu beriicksichtigen, wihrend bei der Emission des W-Bosons
lediglich eine Amplitude beitrdgt und Interferenzen demnach entfallen. Um nun nicht je-
den Schritt doppelt durchfithren zu miissen, werden die folgenden Rechnungen zunéchst
am Beispiel der Emission eines virtuellen Photons durchgefiihrt und anschliefend auf den
sich hieraus ergebenden, einfacheren Fall der Emission eines W-Bosons iibertragen.
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Exklusives: Der einfachste Prozess

3.1.1 Amplitude bei Emission eines virtuellen Photons

Die anstehende Aufgabe ist die Berechnung der Amplitude fiir den einfachsten Prozess
unter Emission eines virtuellen Photons in semiklassischer Niherung?

i a(v") - a(v*)
(70" Tne s o miimé o 33)
1 'Y* ’ ) ~ o——-- k‘g i1 k2 il' 33
J1 ’ ’
pz.,b/K(((669 pz,bfg666669

Hierbei seien a und b die Farbindices der beiden Gluonen und #; und j; die der Quarks.
Weiterhin seien pq, po, k1, k2, sowie ¢ die jeweiligen Impulse der ein und auslaufenden
Teilchen. Diagrammatisch reprédsentieren Linien, die in einem ,,6“ enden, Quarknull-
moden bzw. Instantonfelder, wiahrend eine ein ,,®* tragende Linie ein Nichtnullmoden-
Quarkpropagator im Instantonhintergrund darstellt. Die Amplitude sei ferner iiber Gl.
(1.67) definiert.

In fithrender Ordnung der Instanton-Stérungsrechnung findet man in Impulsdarstel-
lung nach den Regeln von Ref. [34] fiir den einfachsten Prozess (3.1) in gg-Streuung die
Amplitude (3.3)

D) ap\ OO
i <’T7 >j1 = ie, /0 dp D(p, ,ur)/dU
pi e(pr) - AV, p, U) p3 e(pa) - AP (s, p, U)

et {[X}r%(ké) ik n“)(—l@)]il Vi (=0, =) (=) xe (k)] .

1

+ [xh(k) ik VD (=g, —h) | [0 (k) (~i) mklﬂﬁ} |

Die Definition der einzelnen Faktoren findet sich in Abschnitt 1.2, daher soll an dieser
Stelle nur eine knappe Zuordnung erfolgen:

e In der ersten Zeile finden sich die Integration iiber die Instantongréfie p mit der
zugehorigen Dichte D(p, i), die in Gl. (1.62) definiert ist, sowie die Integration
mittels des haarschen Mafles dU iiber die globale Gruppenorientierung U.

e Bei den Termen der zweiten Zeile handelt es sich um die beiden einlaufenden LSZ-
amputierten Gluonen im Instantonhintergrund p? AY) (1.81) mit ihren zugehérigen
Impulsen p; und den entsprechenden Polarisationsvektoren e(p;).

e SchlieBlich folgen die amputierten Quark Nullmoden ky £) (1.79) bzw. ¢\D) k; (1.80)
mit den zugehérigen auslaufenden Weyl-Spinoren yx! und y;, sowie die effektiven
Vertices V) und VU) (siche GI. (1.82) und (1.83)), die die Ankopplung an das
auslaufende, virtuelle Photon beschreiben, mit dessen Polarisationsvektor €.

1Zum Kalkiil der hier angewandten Instanton-Stérungsrechnung vergl. Abschnitt 1.2 und Ref. [34].
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3.1 Definition des Prozesses

Durch das Einsetzen der einzelnen Terme erhalt man in euklidischer Metrik fir die
Amplitude den Ausdruck

ab\i 476 o0 ) . .
(IZY(*I) ’b>j1 = 7T2eq / dp p7D(p, :ur) /dU U“O‘I UlzazUlgasUTﬁljl UTﬁ?jz UT63],3
1 s 0

()\a)jQiQ ()\b)jBiS (e1D1 —p1€_1)a252 (e2D2 —p2€_2)a353 XTRa(kz) xt” (k1)

eki&x. eqer.  ekiEx. (3.5)

oo | g 2>+( © ) (o)

{ {le'q v 72 g flrva »
B et ke < 2) er.qe B et ke ( ”2> '

[%2‘(] flova) + 77 g F{pVa €616 (
wobei der Kiirze und der besseren Ubersicht halber die beiden virtuellen Impulse ¢’ = ¢+k;
und ¢ = q + ko, sowie die Abkiirzungen ¢; = ¢(p;) eingefithrt wurden.

Es soll nun zunéchst die Transversalitiat beziiglich der Gluonen und des virtuellen Pho-
tons gezeigt werden, um die Eichinvarianz der Amplitude (3.22) sicherzustellen. Fiir die

Gluonen ist dies sofort einzusehen. Ersetzt man deren Polarisationsvektoren durch die
zugehorigen Impulse, e; — p; bzw. €9 — po, so verschwinden die Faktoren

(e:pi — pigi) = (pibi — pibi) = 0 (3.6)
ganz offensichtlich. Ein wenig mehr Arbeit bedarf es, die Transversalitit beziiglich des
virtuellen Photons zu zeigen. Hierzu betrachte man den Ausdruck in den geschwungenen
Klammern in Gl. (3.5) und ersetze den Polarisationsvektor des Photons durch dessen
Impuls, 2. — ¢. Fiir die einzelnen relevanten Terme aus Gl. (3.5) ergibt sich nun

<€(C]+ ki)g  ekiq > xi(k1) = (€(q2 +q/22q ki) 62221'.;) ) = 0 .

q" 2ky - q
und entsprechend
t q(@+ko)e  qhae \ 4 (¢® +2q-ko)e  2q-koe) _
XR(k2) ( q//2 - 2k2 -q - XR(k2) q,,2 - 2]{52 q = 07 (38)

wobei k? = 0, sowie die Algebra (A.13) der Sigma-Matrizen und die Weyl-Gleichungen
(A.21) ausgenutzt wurden. Unter der Wirkung der Weyl-Spinoren reduziert sich somit der
Inhalt der geschwungenen Klammern der dritten und vierten Zeile aus Gl. (3.5) zu

Xhalk2) { L i ()] [ v %ﬁ} 1)

2ky - q 2ky - q
— T k aal 62]{:1 ) q _ 2q ) kze o ﬁ k 2 —
XROC( 2) {6 { 2k - q 518 2k - q €418 XL ( 1) f (p\/q—> 0, (3'9)

so dass schlieBlich die Amplitude GI. (3.5) unter €3. — ¢ verschwindet. Essentiell hierbei
ist die identische Kopplung von Quark und Antiquark an das emittierte Photon, so dass
sich die Terme, die den beiden effektiven Vertices zuzuordnen sind, gegenseitig wegheben
konnen.
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Exklusives: Der einfachste Prozess

3.1.2 Integration iiber die InstantongréBe

Als néachster Schritt steht die Integration {iber die Instantongrofe p an.

Mit der Definition des Formfaktors f(w) = wK;j(w) aus Gl. (1.84), wobei K eine
modifizierte Besselfunktion zweiter Art sei, und der Instanton-Dichte D aus Gl. (1.62)
reduziert sich die Integration auf Ausdriicke der Art

RI(Q) = /Ooo dp p"** D(p, ) f(pQ). (3.10)

Hierbei hat das p-Moment R die Dimension eines n-dimensionalen Volumens. Das In-
tegral ldsst sich ohne weiteres analytisch 16sen und man erhélt fiir @ > 0 das Ergebnis

n—1+b
RL@(Q) =D (97" 1) 2Qn_5 r (n ;r b) r (n ; b + 1) : (3.11)

welches bei verschwindendem Q divergiert.
In der Amplitude aus Gl. (3.5) geht das dritte Moment RE’T)(Q) mit den Varian-

ten Q € {\/q2, V@2 =/(k1+ )% \Vq"? =/ (k2 + q)2} ein, welches die Dimension ei-

nes Instanton-Volumens hat. Dies ist spezifisch fiir den vorliegenden Prozess mit ins-
gesamt zwei Gluonen und zwei Quarks. So reduziert sich beim einfachsten Prozess in
tief-inelastischer Streuung die p-Potenz um zwei, da dort ein Gluon weniger beteiligt ist
und es tritt das erste Moment R auf, welches die Dimension einer Linge aufweist [34].
Allgemein erhélt man fiir die p-Integration eines Prozesses mit insgesamt 2n; Quarks und
ng Gluonen das p-Moment R™ mit

n = 3ny + 2n, — 4, (3.12)

was gerade der Dimension der effektiven Kopplung eines entsprechenden Punktprozesses
in einer effektiven Lagrangedichte entpricht (vergl. Abschnitt 2.3.1).
Wie sich leicht nachpriifen lésst, erfiillen die p-Momente die Skalierungsrelation

RO@) = () RE©@, 3.13)
so dass sich ein gemeinsamer Faktor fiir die verschiedenen Formfaktoren herausziehen lésst.

Nach Durchfithrung der p-Integration erhélt man somit fiir die invariante Amplitude in
euklidischer Metrik

ab\i 476 ) . A :
1 s

(Aa)]éiz ()‘b>]31~3 (e1p1 — p151)a252 (€2p2 — ngz)%ﬁs

=% = = 3+b
X, (k) e ckr 5. + (eq Sy _ ckes- ) ( V q2> (3.14)
“ q

2]{Z1 - q q/2 2]{;1 . q/2
1
- _ . T 3+4b7] ¥
B €l koe N el.q'e B el kae N . 5(ky)
2]{:2 . q q//2 2k2 . q ql/2 s XL 1
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3.1 Definition des Prozesses

3.1.3 Analytische Fortsetzung

Bis hierhin wurden sdmtliche Rechnungen in euklidischer Metrik durchgefiihrt. An dieser
Stelle bietet sich fiir eine weitere Analyse die analytische Fortsetzung zur Minkowskimetrik
an. Hierbei ist zu beachten, dass die Impulse ¢ und q + k; zeitartig sind

q% — —q3; < 0. (3.15)

Dies erfordert im Vergleich zum tief-inelastischen Fall mit raumartigen Impulsen eine
gewisse Sorgfalt, um die Konvergenz des p-Integrals (3.10) auch nach der analytischen
Fortsetzung in den Minkowskiraum zu gewéhrleisten. Hierzu hilft ein Blick auf die asym-
ptotische Form der Besselfunktion des Formfaktors

K, (,0\/?) x 2p7\r/q_2 exp <—p\/q_2) : (3.16)

Fiir die Konvergenz des p-Integrals ist dabei die exponentielle Unterdriickung bei groflem
p wesentlich. Diese bleibt bei einer analytischen Fortsetzung \/F — Qexp(ip) solange
erhalten, wie der Realteil von p\/q_2 positiv bleibt.

Da p positiv ist, bietet es sich zunéchst an, bei einer Wickrotation im Uhrzeigersinn wie
in Abbildung 3.1, die analytische Fortsetzung zur Minkowskimetrik mittels eines Regula-

risierungstermes ie, wie
\ 4% — \/—qay + i, e >0, (3.17)

und entsprechend fiir ¢ + k; durchzufiihren. Die Indizierung durch £ und M dient hierbei
lediglich zur Unterscheidung zwischen den Metriken.

Abbildung 3.1: Bei der analytischen Fortsetzung der Impulse von der euklidi-

schen Metrik zur Minkowskimetrik ist darauf zu achten, dass der Realteil von /¢?
positiv bleibt.

Eine elegante Alternative, die zum selben Resultat fiihrt, besteht darin, statt der Re-
gularisierung mittels des ie-Termes den Kontur der p-Integration so zu deformieren, dass
das Produkt py/q? reell bleibt, also

arg(p) = —arg(\/?) = p\/g —p \/E = pQ, (3.18)

39



Exklusives: Der einfachste Prozess

was gerade einer Fortsetzung
p— —ip (3.19)

entspricht. Die p-Momente lassen sich nun leicht in der Minkowskimetrik berechnen. Unter
Verwendung von Gl. (3.18) und (3.19) erhélt man fir Gl. (3.10) somit

RI(Q) — (—i)"*" /OO dp p"** D(p, ) f(pQ) = (—i)"*" R{V(Q). (3.20)

0

Wie sich spéter in Kapitel 4 zeigen wird, wirkt sich die bei zeitartigen Impulsen g bzw.
¢’ zusétzlich erforderliche analytische Fortsetzung (3.19) entscheidend auf die Berechnung
inklusiver Wirkungsquerschnitte aus. Hierdurch entstehen wesentliche Unterschiede zwi-
schen Instantonprozessen bei HERA und dem LHC.

3.1.4 Amplitudenquadrat

Da die folgenden Betrachtungen in Minkowskimetrik stattfinden, kann von der expliziten
Metrik-Indizierung im weiteren Verlauf abgesehen werden. Es ist also, so nicht anders
angegeben, ¢*> = ¢3, zu lesen. Gleiches gilt auch fiir die iibrigen Impulse. Um die Amplitude
etwas iibersichtlicher zu gestalten, werden ferner die reellen Vektoren

3+b
Vik.q) = _ 3.21
(k. 0) ohi-q ((qukz')Q Qki‘q) ( (¢ + ki)? &2

eingefiihrt.
Fiir die Amplitude aus Gl. (3.14) erhélt man in Minkowskimetrik nun

<T(1) a,b)il — ()t Are, RELP,) Q)

v . 2
J1 s "

Xha (k2) {ﬁwl [V (k)] 5 = [€5:V (k2 )] ™ %ﬁ}XL’B(kl)

| | (3.22)
(A1), (Ab)J3i3 (e1p1 — p181)™ 5, (€2P2 — Pag2)™p,
/dU Uiloq Ui2a2 Ui3a3 UTﬁljl UTﬂQjQ UTﬂSjB’
deren komplexe Konjugation sich zu
) ap) . 4re
(70" = () T RO (@)
J1 g5
XEa(kl) {[5_7*‘/(]{317 Q)E]ddl M — €aiyy [6‘7(/627 Q)gfy*]ﬂlﬁ} XRB(k’z) (3 23)

(A= (W), (Bref = &ipn)s,” (Pagh — E5pa)s,”™

e prigee rihds it gt it
/ dU Uher Ut Us® Uy o Uy o Ul
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3.1 Definition des Prozesses

ergibt. Hierbei wurde die Notation 1/¢? = @ verwendet. Das Ergebnis der Gruppeninte-
gration spielt fiir die Berechnung des Amplitudenquadrates keine wesentliche Rolle und
wird nachtréglich in Abschnitt 3.2 behandelt.

Als néchstes kann das Amplitudenquadrat gebildet werden, wobei iiber Farbindizierun-
gen und Polarisationen des Anfangszustands zu mitteln und beziiglich des Endzustands
7Zu summieren ist

2

(1)
7

=y % iz 6%1 Zb: ‘(wa); (3.24)

r 11,71 s,8’

Hierbei indizieren s und s’ die Polarisation der Gluonen im Anfangszustand, sowie r die
des virtuellen Photons, wéihrend ¢; und j; die Farbindices der Quarks, sowie a und b die
der Gluonen sind. Da im hier zunéchst betrachteten Fall eines Instanton-Hintergrunds
ausschlieflich rechtshdndige Quarks erzeugt werden, entféllt die Summe {iber die Quark-
Helizitaten.

Unter Verwendung der Normierungsrelationen fiir die Weyl-Spinoren

X () X5 () = K Xaa(k) X (k) = Faas (3.25)

sowie der Summen-Identitat fiir die Gell-Man-Matrizen

a\Jj2 a\Js jo ¢ 1 jo <5
SO, (A =2 (55.,2 ok — 2o 53,;) (3.26)

und der Vollstandigkeitsrelation fiir die Polarisationsvektoren des Photons

r *(r quq
> e(q) €7 (q) = - <guw - M) 7 (3.27)

q2

und entsprechend fiir die Gluonen,? erhilt man fiir das Amplitudenquadrat (3.24) schlief3-

2Der zu den Impulsen proportionale Anteil verschwindet dabei aufgrund der Transversalitéit der Ampli-
tude.
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Exklusives: Der einfachste Prozess
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Der Vollstandigkeit halber wurde dabei der verschwindende longitudinale Anteil der Pho-
ton-Polarisation aus Gl. (3.27) explizit mit aufgefithrt. Weiterhin wurden die Identitéten
(A.15) angewendet, um die Levi-Civita-Symbole in den geschweiften Klammern zu elimi-
nieren.

In Gl (3.28) wurde ausschliellich der Beitrag eines Instanton-induzierten Tunneliiber-
gangs beriicksichtigt. Solang eine Messung der Helizitdt der Endzustandsquarks nicht
vorgesehen ist, kann allerdings zwischen Instanton- und Antiinstanton-Prozessen nicht
unterschieden werden. Somit sind fiir den spéter zu berechnenden Wirkungsquerschnitt
beide Beitrage zu beriicksichtigen
2

_.I_

=12

(I,1) ()
T T

2
_ |70
_@* (3.29)

Die Ubergangsamplitude fiir den betrachteten einfachsten Prozess vor dem Hintergrund
eines Antiinstantons ist identisch zur komplex konjugierten Amplitude Gl. (3.23) unter
Vertauschung der Quark-Impulse. Somit ist das summierte und gemittelte Amplituden-
quadrat des korrespondierenden Antiinstantonprozesses identisch zu Gl. (3.28) unter Ver-
tauschung der Quarkimpulse

2

(K1, ko) =

= 2
7 TON (kay k). (3.30)

Der Audruck (3.28) ist noch recht kompliziert und eine analytische Auswertung von
Hand erscheint quasi unmoglich oder zumindest extrem aufwéndig. Dies liegt vor allem

42



3.1 Definition des Prozesses

an den zahlreichen Index-Kontraktionen. Da die Gruppenintegrale fiir den vorliegenden
Prozess verhéltnisméflig umfangreich sind, bringt auch deren Ausintegration zunéchst
keine weitere strukturelle Einfachheit. Die einzige reelle Chance, das Amplitudenquadrat
(3.28) analytisch weiterzuverarbeiten und auf handhabbare, von wenigen kinematischen
Variablen abhéngige Terme zu reduzieren, scheint in der Verwendung von Computerpro-
grammen wie Form [100] zu bestehen, die die automatisierte Bearbeitung symbolischer
Ausdriicke ermdoglichen.

3.1.5 Hierarchische Strukturen

Bevor das Quadrat der invarianten Amplitude in kontrahierter Form durch lorentzinvari-
ante Variablen angegeben wird, soll noch ein priifender Blick auf die einzelne Terme von
Gl. (3.28) geworfen werden, genauer auf die Vektoren V' (k;, ¢), die in Gl. (3.21) eingefiihrt
wurden und die {iber den effektiven Vertex der elektroschwachen Kopplung des Quarks
bzw. Antiquarks eingehen.

Hierbei soll zunéchst ein Rechenschritt zuriickgegangen werden. Zieht man die p-Mo-
mente wieder in die Vertex-Vektoren hinein, so erhélt man fiir diese

3+b
V(ki, q) RS?(Q) = R/(i)(Q) 2%; - + ((j_i_ k;)? 2k - q) ( (¢ + k;)2>

(3.31)

ki
= /dp p" D(p, i) {th f(pQ) +

i ((jiliiv - 2kkq> / ('0 “”ki)z)] |

Der Formfaktor (1.84) bewirkt bei groflem Argument eine asymptotisch exponentielle
Unterdriickung

f(pQ) =~ \/g VrQ exp(—pQ),  pQ> 1. (3.32)

Diese wirkt sich natiirlich umso stérker aus, je grofler die jeweilige Impulsskala Q ist.
Fiir den hier betrachteten Fall des einfachsten Prozesses in gg-Streuung sind potentiell
drei Impulsskalen relevant:

e () = +/q¢? als Virtualitdt des emittierten Photons, sowie

o ) =+/q?=+/(q+ k1)? als Virtualitdt des virtuellen Antiquarks und

e Q" = /q"? = \/(q+ k2)? als Virtualitit des vituellen Quarks des entsprechenden

Subprozesses.

Wie bereits erwihnt, sind die drei zugehorigen Impulse zeitartig. Die beiden Virtualitdten
des Subprozesses @ und Q" werden somit nach unten durch die des Vektorbosons be-
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Exklusives: Der einfachste Prozess

schrankt
Q2 =Q +2q k> Q>0 Q7= Q*+2¢-ky > Q* > 0, (3.33)
>0 >0

Durch diese Hierarchie faillt die exponentielle Unterdriickung durch den Formfaktor fiir
die beiden internen Impulsskalen Q" und Q" im betrachteten Fall stéirker aus als fiir die
externe Skala () und die entsprechenden Terme des Vertex-Vektors sind vernachléassigbar

f(pQ") < f(pQ) f(pQ") < f(pQ), (3.34)

falls Q" bzw. Q" nur hinreichend grofer sind als @. Diese Unterdriickung duflert sich nach
der Ausintegration der p-Momente durch eine hohe Potenz von (Q/Q’)3>*® bzw. (Q/Q")3*?,
mit welcher der jeweils rechte der beiden Summanden des Vektors V(k;, ¢) im Verhéltnis
unterdriickt ist, so dass sich V' entsprechend zu

k k k b k
Vi(ki,q) = [le - ot (qag - - 02 - Qz) (g) ] ~ QQ—_lQ? (335)

bzw.

v<k2,q>:[ (e )(@sz_ -

Q"2 — Q" B Q"2 — Q2 @ Q"2 — (2

vereinfacht. Fiir Q' — @ und Q" — @ bricht diese Naherung natiirlich zusammen. Aller-
dings liegt dieser Grenzwert am kinematischen Rand des Phasenraumes und der entspre-
chende Beitrag zum Wirkungsquerschnitt sollte unerheblich sein, wie noch zu iiberpriifen
ist.

Durch die in der gg-Streuung auftretende kinematisch bedingte Hierarchie zwischen
der duBeren Skala () und den beiden inneren Skalen Q' bzw. Q" unterscheidet sich dieser
Prozess wesentlich zu seinem Pendant in v*g-Streuung. Da dort die Impulsskalen iiber
den t-Kanal in den Prozess eingespeist werden, dient die &uflere Virtualitdt ¢) dort nicht
als untere Grengze fiir die internen Skalen. Im Bjorken-Limes dreht sich die Relation sogar
um

f(pQ) < f(pQ')  Bj.-Limes in DIS, (3.37)

so dass im relevanten tief-inelastischen Fall gerade die interne Impulsskala @', die dort
von Hand durch geeignete Phasenraumschnitte nach unten begrenzt werden muss, fiir die
Konvergenz der p-Integration relevant wird, wéahrend beim LHC die externe Skala @) als
natiirliche untere Grenze diese Rolle iibernimmt.
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3.1.6 Interferenzen und W-Emission

Bevor das Amplitudenquadrat (3.28) fiir die Berechnung von Wirkungsquerschnitten wei-
terverarbeitet wird, soll zuvor noch auf einige strukturelle Besonderheiten eingegangen
werden. Zugrundegelegt wurde bisher die Ubergangsamplitude fiir den einfachsten Instan-
ton-induzierten gg-Streuprozess unter Emission eines virtuellen Photons. Da neben diesem
noch der dhnliche Prozess unter Emission eines W-Bosons anstelle eines virtuellen Photons
von Interesse ist, soll bei dieser Gelegenheit auch hierauf eingegangen werden.

Das summierte und gemittelte Quadrat (3.28) der Ubergangsamplitude lisst sich in die
Beitrage

2_%%@«41\;&1«-6636& e 4 o

7O =
LA e (6666@ : %b\ 6666’@ 0, f . 6@%% .
— ( . ) {[V(kl,q) o ki o, V(kl’qﬂalﬁl k2alﬁl .
+hig,s [V (k2,q) Gy ko Gy V(k%q)]mﬁ&} (—g““/ N qf;q;c’)
und
b ueee o e o
e T 89
I o 3.39

aufteilen, wobei in Gln. (3.38) und (3.39) nur die fiir die Diskussion relevanten Faktoren
explizit aufgefithrt wurden. Hierbei stammen erstere von den jeweiligen Quadraten der
beiden einzelnen Amplituden aus Gl. (3.3), wihrend letztere durch die Interferenzterme
der beiden Teilamplituden zustande kommen.

Sollen allgemeinere Prozesse als der einfachste behandelt werden, so kann es niitzlich
sein, beispielsweise bei der Einbindung in Monte-Carlo-Modelle, den Prozess in einen
zugrundeliegenden Instanton-Subprozess mit einem virtuellen Quark und der anschlie-
Benden Emission eines virtuellen Photons oder eines anderen, massiven Vektorbosons im
Instantonhintergrund aufzuteilen. Eine solche faktorisierte Betrachtung ist allerdings nur
dann sinnvoll moglich, wenn das emittierte Vektorboson in den Einzelbeitragen einem der
Quarks eindeutig zuzuordnen ist, wie es in Gl. (3.38) der Fall ist. Bei den Interferenzter-
men (3.39) hingegen koppelt das Photon an beide Quarks. Der Prozess lisst sich also in
faktorisierter Form betrachten, wenn die Interferenzen im Vergleich zu den iibrigen Bei-
trdgen zu vernachlassigen sind. Damit stellt sich die Frage, ob es kinematische Regionen
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Exklusives: Der einfachste Prozess

gibt, in denen dies der Fall ist, worauf nach der Berechnung des Wirkungsquerschnittes
noch zuriickzukommen sein wird.

In den Gln. (3.38) und (3.39) wurden die longitudinalen Beitréige ¢,q,//¢* des emit-
tierten Photons explizit mit aufgefithrt. Wie bereits erwahnt, ist die gesamte Amplitude
transversal, so dass diese Beitrage insgesamt verschwinden. Hierzu wurden allerdings,
wie man in Abschnitt 3.1.1 sehen konnte, beide Vektoren V'(ky,q) und V' (ke,q) gleich-
zeitig bendtigt damit sich deren longitudinalen Beitrige gegenseitig wegheben konnten.
Betrachtet man nun das Amplitudenquadrat, so stellt man fest, dass die longitudina-
len Anteile in Gl. (3.38) erst durch die longitudinalen Anteile der Interferenzterme (3.39)
aufgehoben werden. Die Interferenzen zwischen beiden Teilamplituden — genauer die equi-
valenten Kopplungen des Photons an Quark und Antiquark — sind somit essentiell fiir die
Transversalitat und somit fiir die Eichinvarianz der Gesamtamplitude.

Dieser Aspekt wirkt sich nun charakteristisch auf die Amplitude fiir den Fall der Emis-
sion eines W-Bosons anstelle eines virtuellen Photons aus. Da das W-Boson ausschlieflich
an linkshdindige Quarks und rechtshindige Antiquarks koppelt, treten beim betrachteten
einfachsten Prozess keine Interferenzterme auf, die fiir die Aufhebung der logitudinalen
Anteile des Amplitudenquadrates sorgen konnten. Im hier diskutierten Spezialfall mit le-
diglich einem Quarkflavor kann das W-Boson vor dem Hintergrund eines Instantons somit
nur vom rechtshandigen Antiquark emittiert werden

a(W)
p1,a
@ ’%})\@@ ki, g1

. (I) ab
i (’TW ) R O i (3.40)
bM

J1
p2,

und im Falle eines durch ein Antiinstanton induzierten Prozesses ausschliefllich vom

linkshandigen Quark
- q(W)
_ i % k1,71
. (I) ab
; (Tw ) ~ . 22 (3.41)
J1 Mg@

ka, i1’

p2,b

Fiir die Ankopplung des W-Bosons an das Antiquark ldsst sich derselbe effektive Vertex
verwenden, wie bereits bei der Emission des virtuellen Photons. Wobei natiirlich die unter-
schiedliche Kopplung zu beriicksichtigen ist. Das Amplitudenquadrat fiir den einfachsten
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Fall der Instanton-induzierten Emission eines W-Bosons ergibt sich somit schliefSlich zu

}%@«rﬁ&u@
ST 0%,

1 47T69W 2 , quq,u/
= 55 R Y}
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Das Amplitudenquadrat fiir den entsprechenden Antiinstanton-induzierten Prozess ergibt
sich einfach aus Gl. (3.42) durch Vertauschung der beiden Quark-Impulse k; < ko und

der Konjugation o < &.

3.2 Gruppen-Integration
Nach der Aufstellung des Amplitudenquadrates fiir den jeweils einfachsten Instanton-

induzierten gg-Streuprozess unter Emission eines virtuellen Photons oder eines W-Bosons,
soll nun die Integration

a1a203,j17J273

I(3 3)i1iais, 818283 — /dU Uiloq Ui2a2 Ui3a3 UTﬁljl UTﬁ2j2 UT/33j3 (343)

iiber die Gruppenorientierung nachgeholt werden. Hierbei sei dU das haarsche Mafl der
betrachteten Lie-Gruppe mit der Normierung

/ dU = 1. (3.44)

Die Integration von Gl. (3.43) iiber eine beliebige SU(N) lésst sich prinzipiell nach der
Methode von Creutz [101] durchfiihren, ist allerdings mit einem gewissen Aufwand ver-
bunden.
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Exklusives: Der einfachste Prozess

Die relevante Lie-Gruppe fiir die Amplitude ist die SU(3) der QCD. Die einzelnen
Faktoren U’, und U 7 ; sind selbst jedoch keine Elemente der Gruppe, sondern parametri-
sieren lediglich die Einbettung und Orientierung des zugrundeliegenden SU (2)-Instantons
(griechische Indices) in die SU(3) oder allgemeiner SU(N) (lateinische Indices). Erweitert
man diese zu

S < ok ke {1,2}
i __ sk i k __ a )
Uiy =38 U, o = { o e (3.45)

wobei die U’ Elemente der SU(N) seien, so ldsst sich das allgemeine Integral zu
/dU Ui, ... U™, =3k Sﬁl.../dU Uiy, ... U™ L (3.46)

umformulieren. Das Integral wird nun {iber gewohnliche Gruppenelemente ausgefiithrt und
kann nach den tiblichen Regeln nach Creutz [101] berechnet werden. Anschlieflend werden
die lateinischen Indices k& und [ iiber die modifizierten Kronecker-Deltas 6 wieder kon-
trahiert und so wieder durch die griechischen Indices ersetzt. Somit wird die Erweiterung
(3.45) der Elemente effektiv tiberfliissig und das Integral (3.43) lisst sich so behandeln, als
ob die Faktoren des Integranden echte Gruppenelemente wéren, was im Folgenden auch
getan werden soll.

3.2.1 Allgemeine Regeln

Die Losung von Integralen der Art wie in Gl. (3.43) lassen sich auf einige Basis-Integrale
zuriickfithren. Da der Integrationsbereich iiber die gesamte Gruppe lduft, kann das Er-
gebnis ausschliefflich aus Invarianten, also letztlich aus Kronecker-Deltas und Levi-Civita-
Symbolen bestehen. So ist ein Basis-Integral fiir eine SU(N) durch

/dU U“jl C U’leN = ﬁ Ezl”'lNGjlij (347)

gegeben [101]. Ferner lésst sich das Adjungierte eines SU (N )-Elementes durch

1

too_ b ijiedNer o i v
U J (N . 1)' € 6]11--~'LN—1 U g1 U FN—

(3.48)

1

ausdriicken. Kombiniert man nun Gl. (3.47) mit Gl. (3.48), so ergibt sich sofort das néchste
Basis-Integral

/dU U j UT 1= m Ekjl”'jN_l €liy..in_1 /dU Uj U 1j1 LU 1jN—1
1 1 i1
SISy, S Gy (3.49)
(N=-1)! & (N-1)! &F
1 i ok
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Gl. (3.47) l&sst sich zu einem Integral {iber ein ganzzahliges Vielfaches p von N Elemen-
ten U verallgemeinern. Wesentlich hierfir ist, dass es sich wie (3.47) ausschliellich aus p
Produkten von N Levi-Civita-Symbolen und allen moglichen Permutationen handelt. Das
genaue Ergebnis lautet nach Creutz [101]

/dU ﬁU“ Ui 21 (N =1)! ﬁ a b a0
gk "N = n-tn 1 erm. .
S AT D+ N - LT G

Das Auftreten und die Anzahl der Permutationen setzt sich dabei wie folgt zusammen:
Das Integral ist insgesamt invariant unter beliebigen Permutationen der einzelnen Fakto-
ren U' . Somit miissen auch alle méglichen paarweisen Permutationen (i€, j¢) < (i¢,, j5/)
im Ergebnis auftreten, wobei es insgesamt (Np)! Moglichkeiten gibt, die Np Index-Paare
anzuordnen. Einige der Permutationen liefern allerdings identische Terme. So fithren Ver-
tauschungen der p vollstdndigen Index-Gruppen eines Levi-Civita-Symbols zu identischen
Termen. Gleiches gilt fiir die N! moglichen paarweisen Permutationen der Indices in-
nerhalb der p Index-Gruppen. Somit gibt es insgesamt (Np)!/(p!(N!)?) Summanden mit
unterschiedlichen Kombinationen von Indices, die zu beriicksichtigen sind. Der Spezialfall
Gl. (3.47) ergibt sich dann schlielich aus p = 1.

Mit Hilfe von Gl. (3.50) und der Identitét (3.48) lassen sich nun die fiir Instanton-
Prozesse interessanten Integrale der Art

i1eip k. ke

7(P.p) = /dU U"lj1 .. Uipjp UTklll . UTkpl (3.51)

Jdpl oy »

l6sen. Driickt man simtliche adjungierte Elemente UT durch die Identitit (3.48) aus, so
erhélt man zunéchst

p

1. 1 1 N1
(pp)ir-ipkrhky L knkh . kD
TPV 5 iy = (N 1)) | | € €L a1

n=1
p
/dU [T v, 0% U™ v (3.52)
n=1

Einsetzen von Gl. (3.50) ergibt schlieBlich die allgemeine Losung

(p’p)il.“ip,kl.‘.kp 2‘ e (N — ].)' 1

peedrlete (DL (p+ N =D (N =1

p p
1 N-1 .71 N—1
| | Ek'nk?nkn Elnll...lN71 (H Elnln---l’n Ejnk1~--jN71 + Perm) . (353)

n=1 n=1

A

Die auftretenden Kontraktionen zwischen den Levi-Civita-Symbolen lassen sich nun prin-
zipiell mit Programmen wie Form [100] ausfiihren. Die Schwierigkeit besteht hierbei im
Wesentlichen darin, sdmtliche Permutationen zu erfassen, was sich fiir grossere p am besten
programmiertechnisch 16sen ldsst.

49



Exklusives: Der einfachste Prozess

3.2.2 Rekursives Lésungsverfahren

Das Ergebnis in der Form (3.53) ldsst sich alternativ auch durch Symmetrietiberlegun-
gen stark vereinfachen und anschliefend in einem rekursiven Verfahren auswerten. Dazu
nutze man zunéchst aus, dass sich Kontraktionen von Levi-Civita-Symbolen stets durch
Summen von Produkten aus Kronecker-Deltas ausdriicken lassen. Der Ansatz besteht also
zunéchst darin, das Integral (3.51) durch alle moglichen Permutationen von Produkten
von Kronecker-Deltas auszudriicken.

Fiihrt man die Notation

L=y (3.54)

-0,

ein, so lisst sich die Losung von Gl. (3.51) zunéchst ganz allgemein durch

i1...0p,k1...kp 1.0 Pp(k1...kp)
A Z Z B Sp ey g

— 11 ip Pn(kl...kp)
S D B

m=1 n=1

ansetzen, wobei a% und a'%? beliebige reelle, noch zu bestimmende Vorfaktoren und
P (k1 ...k,) Permutationen der Indices k; ...k, seien. Im letzten Schritt wurde ausge-
nutzt, dass die Permutationen eine Gruppe bilden.

Offensichtlich ist das Integral (3.51) invariant beziiglich der Anordnung der einzelnen
Faktoren U";, oder U TkLlL, was gerade den paarweisen Permutationen von (i,,j,) oder
(k,,1,) entspricht. Es muss also das Ergebnis invariant unter diesen paarweisen Permuta-
tionen der Indices sein, so dass die entsprechenden Vorfaktoren sdmtlich identisch sind

aPP) — a(p p) _

mn n' =

aPp), (3.56)

Hierdurch reduziert sich die Anzahl der potentiell unterschiedlichen Vorfaktoren von (p!)?
auf p! und GL (3.55) vereinfacht sich zu

) 11...0p,k1...kp . 11...7 Pn(k k. )
I(pp)jln-jpvllmlp - Z (pp Z 61;nP::z ly.. lp) 5]1 ]; ’ (357)
m=1

Die verschiedenen Vorfaktoren lassen sich nun rekursiv durch Kontraktion aus dem
Integral Z~1P=1) berechnen. Durch Kontraktion eines Index-Paares

I(pvp)il"'ip’kl"'kp
Jredpoa o dp

o = /dU U, Ut Uttt

kp Jp
lp 5kp

v Uiy, Uy Ut ot (3.58)

lp—1

— T—1p- 1)11 dp—1,kikpo1 i
Jredp=tlidp—1 Vlp
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erhélt man die Gleichung

p! p!
(p.p) i1...0p Pr(k1...kp) cjp _

E : A, § : 5Pan(l1...lp) 0", Oy =

m=1 n=1
(p—1)! (p—1)!

(p—1,p—1) i1...0p—1 P.i(ki..kp—1) ¢ip

Z oy E: PP (1) Ot iy d;r» (3.59)
m/=1 n’=1

woraus sich durch Koeffizientenvergleich ein lineares System aus p! Gleichungen fiir die
Vorfaktoren a\?) gewinnen lasst. Fiir p = 2 erhélt man so auf diese Weise die Koeffizienten

[101]

und (3.60)

L6sung fiir p = 3

AbschlieBend soll nun die Losung fiir das Integral (3.43) angegeben werden. Die detaillierte
Rechnung mit Hilfe des rekursiven Verfahrens findet sich im Anhang. Dabei stellt sich
heraus, dass lediglich drei unterschiedliche Vorfaktoren auftreten. Als Ergebnis fiir GI.

(3.43) erhélt man schliefllich

3!
(3,3)

zﬂ‘1i2i3ﬁ1ﬁ2ﬁ:§ al

a1o2as,j1j2gs
n=1
3!

n=1
3!

(3:3)

+ aj

n=1
wobel die drei Vorfaktoren sich zu

a§3,3)

(3:3)

ergeben.

111213 50&10&20&3
Pr(j17253) " Prn(818203)

};ﬁ;szjs) <5?’i?§;§153) + 6?3,11?,;?5352) + 5?3,11%32;53251))

;’lﬁ;?jzjza) (6%11?52;531,32) + 5gi?62;§3ﬂ1)) ) (3.61)
N2 -2 N=3 T

= Ton .62

N(N2—1)(N?—4) 120 (3.62)
1 N=3 1

N (NQ _ 1) (N2 _ 4) _4_0 (3.63)
N=3 2

= Ton .64

N(N?—1)(N2—4) — 120 (3.64)

Als einfacher Sicherheitscheck fiir die Richtigkeit von Gl. (3.61) bietet sich eine voll-

stdndige Indexkontraktion an.
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3.3 Wirkungsquerschnitte

Nachdem auch die Gruppenintegration durchgefiihrt ist, kann nun zur Berechnung von
Wirkungsquerschnitten iibergegangen werden. Der erste Schritt wird es sein, die Indices
des Amplitudenquadrates (3.28) zu kontrahieren und dieses durch einen geeigneten Satz
kinematischer Variablen zu beschreiben.

3.3.1 Parametrisierung des Phasenraum

Kinematisch betrachtet handelt es sich bei den beiden diskutierten Prozessen (3.1) und
(3.2) um die Streuung zweier Teilchen im Anfangszustand mit ng, = 3 Teilchen im End-
zustand. Der zugehorige Wirkungsquerschnitt lédsst sich wie iiblich iiber das Phasenraum-
integral und das Amplitudenquadrat

o (gg (i) qqy*/ W) _ (em)? d’q d*ky d3ks
4+/(pr-p2)?2 ) (2m)32E, (2m)32Ey, (2m)2EL,

= 2
0 (p1+p2—q — ki — k) ( 7| > (3.65)

2
()

angeben. Durch die iiber die Delta-Funktion eingebrachte Impulserhaltung reduziert sich
die Anzahl der Freiheitsgrade des Phasenraumes auf ng, x (4 — 1) — (4) = 5. Da der
Prozess symmetrisch beziiglich Rotationen um die Strahlachse ist, lédsst sich allerding das
Phasenraumintegral iiber den absoluten Azimutwinkel ¢ trivial ausfithren. Die verblei-
benden vier essentiellen Freiheitsgrade lassen sich, analog zu den Mandelstam-Variablen
s,t,u eines 2 — 2 Prozesses, lorentzinvariant formulieren. Diese setzen sich aus zwei t-
artigen Variablen, die die Impulsiibertrige beschreiben, und zwei s-artigen Variablen im
Endzustand zusammen.?

Fiir die Wahl der vier invarianten Phasenraumkoordinaten bieten sich fiir die betrach-
teten Prozesse zwei Varianten an, wie sie in Abbildung 3.2 dargestellt und in Tabelle 3.1
definiert sind. In der symmetrischen Wahl werden die beiden t-artigen Variablen ¢’ und t”
bzgl. der Gluonen und der Quarks formuliert und die s-artigen Q% und Q"? zwischen je
einem Quark und dem emittierten Vektorboson. In der asymmetrischen Variante hingegen
nehmen die beiden Quarks unterschiedliche Rollen ein. Einer der Impulsiibertriage ¢ wird
zwischen einem der Gluonen und dem Vektorboson und die zweite s-artige Variable M?
zwischen den beiden Quarks definiert.

Spannt man den Phasenraum durch einen der beiden Variablensétze auf, so erhélt man
fiir den Wirkungsquerschnitt das Integral

U ( (IJ_) _ */W) 1 1 dtl dt2 d81 d82 (
—_— =
99— 40 6452 (27m)° V=24

wobei fiir den symmetrischen Variablensatz t; = t’,s; = Q2,55 = Q"?, sowie t, = ' und
fiir den asymmetrischen Satz entsprechend t; = ¢ und sy = M? seien. Weiterhin sei —A,

I 2 n I?
@(*)W‘ +|79), ) (3.66)

37Zur Kinematik von Drei- und Mehrteilchen-Endzusténden siche beispielsweise Ref. [102].
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t//
k1
p1
S
P2
ko
t/

7,Q?

Q//Z

p2

t
q, Q?
Q/2
q ky
M2
ko
t/

Abbildung 3.2: Kinematische Struktur des fithrenden einfachsten Instanton-induzierten Pro-

zesses am LHC.

(a) Links wurde eine symmetrische Wahl der lorentzinvarianten Variablen gew&hlt. Diese bietet
sich fiir eine gleichzeitige Untersuchung beider internen Virtualititen Q" und Q" an.

(b) Bei der rechts dargestellten alternativen asymmetrischen Wahl der Variablen nimmt eines
der Quarks eine besondere Rolle ein, wie es bei der Emission eines W-Bosons der Fall ist. Diese
Wahl ist bei der Untersuchung von Winkelvariablen und Impulsiibertragen giinstiger.

Symmetrischer Satz

s= (p1+p2)
t" = (p1—k1)?
Q”= (¢+k)>¢ =@
Q"= (¢+k)*>¢ =@
t'= (p2 — ko)
A, =

O =

Asymmetrischer Satz
(p1 + p2)?
(Pl—Q)2
(@+k)*>¢*=@Q*>0
(k1+k2)2
(p2 — k2)?
0o 0 M? t @Q* 1
0o 0 0 ¢ @Q* 1
M? 0 0 0 s 1
t ¢ 0 0 0 1
Q> Q% s 0 0 1
1 1 1 1 1 0

Tabelle 3.1: Aufgelistet sind die Definitionen der lorentzinvarianten Variablen, die in Abbildung
3.2 diagrammatisch dargestellt sind. Zusétzlich ist die jeweilige Gram-Determinante angegeben.
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Exklusives: Der einfachste Prozess

die symmetrische Gram-Determinante fiir fiinf Teilchen, die jeweils fiir den gewéhlten
Variablensatz in Tabelle 3.1 mit angegeben ist (siche auch Ref. [102]). Ihre Nullstellen
definieren dabei die physikalischen Grenzen des Phasenraumes.

Zur Integration des Phasenraumes bietet sich eine der zyklischen, nach den Nullstellen
faktorisierten Formen der Gram-Determinante an, wie beispielsweise

max

A= (3.67)
1
0 AQ7%,5,0) (tmax — 1) (t — tmin),  asymmetrischer Satz,

1
16 A(s,Q",0) (.. —t)({t' —t.,,), symmetrischer Satz

mit
A4 (tinax) = A4 (t;mn) =0 bzw. A4 (tmax) == A4 (tmin) =0. (368)

Weiterhin sei A die bekannte Dreiecksfunktion mit
A (51, 82,83) = 55 + 85+ 53 — 2515y — 25953 — 2535]. (3.69)

Die Integration des Phasenraumes beginnt hierbei also mit der entsprechend ausgewé&hl-
ten Variable ¢’ bzw. ¢ {iber den in Gl. (3.68) definierten Bereich. Eine genauere Diskussion
der Abhéngigkeiten der physikalischen Grenzen des Phasenraumes und somit der Inte-
grationsgrenzen in Gl. (3.66) soll an dieser Stelle nicht erfolgen. Fiir ausfiihrliche Details
sei daher auf den Anhang, sowie auf die entsprechende Fachliteratur, wie beilspielsweise
Ref. [102], verwiesen.

3.3.2 Kontraktion des Amplitudenquadrates

Die Indexkontraktionen fiir das entsprechende Amplitudenquadrat (3.28) bzw. (3.42) las-
sen sich am leichtesten mit Form durchfithren. Hierzu wurde das Ergebnis der Gruppen-
integration generisch mit einem c-Programm erstellt und als Basis in ein Form-Skript
geschrieben. Die einzelnen Terme des Amplitudenquadrates wurden dann in das Skript
von Hand iibertragen. Das vollstiandige Ergebnis fiir das Amplitudenquadrat wére zu
umfangreich, um es hier explizit widerzugeben,* das Ergebnis wurde in Maple weiterver-
wendet.

Unter Vernachldssigung der unterdriickten Formfaktoren (3.34), und somit unter der
Approximation (3.35) und (3.36), erhdlt man fiir das gemittelte und summierte Ampli-
tudenquadrat (3.28) fiir den einfachsten Instanton-induzierten gg-Prozess unter Emission
eines virtuellen Photons den relativ kompakten Ausdruck

2 6 \ 2 2
) 2 "y € 4 3 2 128 sM
TY* ‘ ~ ﬁ (4 ) (RELT)(Q)) ) 1_5 — 02— M2 2 _ 2
T (s—@Q NQ? —Q?)
(8M?s — 5Q"*M? + 5st’ — Bst + 5Q"*t + 5t' M? + 10t 4+ 5t'Q* — 10'Q"* — 10t't). (3.70)

4Es handelt sich, je nach Sortierung und Wahl der lorentzinvarianten Gréflen, um einige 100 bis 1000
Terme.
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3.3 Wirkungsquerschnitte

Das Amplitudenquadrat fiir den analogen Antiinstanton-induzierten Prozess ist identisch,
so dass sich der Gesamtbeitrag zu

(3.71)

ergibt.’

Das Amplitudenquadrat (3.42) fiir den entsprechenden Prozess unter Emission eines W-
Bosons ergibt sich nach Durchfithrung der Indexkontraktionen und unter Vernachlissigung
des entsprechend unterdriickten Formfaktors aus Gl. (3.34) zu

2 2 475 \ 2 2 64 s
T(I)‘ ~ I R®) 225
‘ w 256\ 4ma (R,.)(@) 15 Q2

(8M?s — 5Q*M? + 5st’ — Bst + 5Qt + 5’ M* + 10t” + 51'Q* — 10£'Q" — 10t't) .
(3.72)

Wegen der Chiralitdtsbrechung durch das W-Boson ist das Amplitudenquadrat zum ent-
sprechenden Antiinstantonprozess nicht identisch mit dem zum Instantonprozess. Es stellt
sich allerdings heraus, dass die Differenz proportional zum Quadrat der unterdriickten
Formfaktoren (3.34) ist bzw.

‘TV(VI)F - ‘TV(VDF =0 ((Z—Z)g+b> , Qe {Q,Q"}, (3.73)

und somit in der gewahlten Ndherung verschwindet. Somit ergibt sich wenigstens appro-

ximativ
2

(3.74)

2 2
7]+ [

~ 2"]#)

3.3.3 Dominanter Beitrag

Es soll nun fiir den einfachsten Prozess zunéchst untersucht werden, ob die Vernachléssi-
gung der unterdriickten Formfaktoren (3.34) gerechtfertigt ist und in welchem kinemati-
schen Bereich es sich um eine angemessene Approximation handelt. Hierbei ist darauf zu
achten, dass beide relevanten Skalen Q' und )" hinreichend grofi gegen @) sind, um die
vernachlassigten Terme klein genug zu halten. Es bietet sich hierfiir demnach der symme-
trische Variablensatz an. Die Untersuchung bezieht sich dabei auf den Prozess mit einem
emittierten Photon, wobei stets die Summe der Instanton- und Antiinstanton-induzierten
Beitrage addiert werden. Im Falle eines emittierten IW-Bosons sind die Ergebnisse ver-
gleichbar.

Der Wirkungsquerschnitt fiir den Prozess mit einem emittierten virtuellen Photon ist

®Dies trifft auch dann zu, wenn simtliche Terme mitgenommen werden.
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Exklusives: Der einfachste Prozess

Q//Q / s

Qs

Abbildung 3.3: Dalitz-Plot von Q" und Q"? fiir s/Q? = 10. Der
Farbverlauf zeigt die Qualitit von do/dQ"2dQ"? aus Gl. (3.76) im
Verhéltnis zur ungendherten Losung. Die Konturlinie markiert
eine 5%ige Abweichung der Approximation zur exakten Losung.
Fiir Q2 — s bzw. Q"?> — s nimmt die Abweichung jeweils zu.

im symmetrischen Variablensatz durch

_ s s+Q2-Q? 0 t!
(I,I) _ 1 8 / d /2/ d 72 dt”/ e ar'
U’y* (27'(')4 6482 2 Q Q2% Q Q"2—s ¢

S Q2 min

2
(1)
1 T

V A (57 Q//27 0) Zf;nax -t V t— tinin
gegeben. Die ersten beiden Integrale lassen sich unproblematisch mit Maple analytisch

durchfiithren. Der dominante Anteil des Amplitudenquadrates (3.70) fithrt zu dem diffe-
rentiellen Wirkungsquerschnitt

(3.75)

do.(ij) €2 A6 2 @) 9 (S . Q/2 _ Q”2 + Q2)
dQ/QWdQ”Q ~ 25(]6 (471.043) (R;; (Q)) A57m3s (Q/Z _ Q2) (Q//Z _ Q2)
[19s (s — Q% — Q™ + Q%) +5(Q?Q™ — sQ%)] . (3.76)

Die explizite Angabe unter Mitberiicksichtigung der unterdriickten Terme wiirde hier zu
weit fithren.
Es lohnt sich zunichst einen Blick auf den verbleibenden durch Q"2 und Q”? aufge-
spannten Phasenraum zu werfen, dessen Begrenzungen
Q2
Q% € [Q°, s und Q"¢ s@, s+Q*— Q" (3.77)
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3.3 Wirkungsquerschnitte

durch einen Dalitz-Plot in Abbildung 3.3 dargestellt sind. Hieran sieht man, dass zu
kleine Werte fiir eine der beiden Variablen grofle Werte fiir die andere erzwingt und um-
gekehrt. Eine Beschrankung von @ schrénkt also automatisch auch @” ein. Somit reicht
im Grunde eine Untersuchung des differentiellen Wirkungsquerschnittes beziiglich einer
der beiden Variablen aus, um zu priifen, ob die verwendete Approximation gerechtfertigt
ist oder nicht. Der Plot gibt aulerdem die Qualitit des Verhéltnisses des approximierten
differentiellen Wirkungsquerschnittes (3.76), bei dem die unterdriickten Formfaktoren ver-
nachldfligt wurden, zu demjenigen ohne diese Vernachléassigung an. Der Plot zeigt bereits
sehr gut, dass die Naherung in sehr weiten Bereichen deutlich iiber 90% genau ist.
Fiir die Integration von Gl. (3.76) iiber Q" lisst sich die Identitiit

/0 dg Q/QQ @ ey (3.78)

ausnutzen. Man erhélt schliefilich approximativ den differentiellen Wirkungsquerschnitt

(]7j) /
do ~ i 4n° \* (R(3)(Q))2 (s — Q%
dQ? 256 \ 4oy fir 9073 s Q" (Q"? — Q?)

2
{195 [2@’4 In (gz ) —3Q" —Q* + 4Q’2Q2}
Q/2

+5Q" lQ”‘ —Q'"—-20Q"%Q%In ( 0 )} } (3.79)
Sein aufs Maximum normierter Verlauf ist in Abbildung (3.4) dargestellt. Ein Vergleich
mit dem entsprechenden differentiellen Wirkungsquerschnitt unter voller Beriicksichtigung
der zuvor vernachléssigten Terme zeigt sehr eindrucksvoll, dass die Approximation iiber
fast den gesamten Definitionsbereich von Q" eine sehr gute Niherung bedeutet. Der besse-
ren Ubersichtlichkeit wegen wurde allerdings darauf verzichtet, die analytische Form hier
explizit anzugeben. Dieselbe Untersuchung lésst sich in dhnlicher Form fiir den Prozess
mit einem emittierten W-Boson durchfiithren, wobei die Resultate vergleichbar sind.

. Abbildung 3.4: Der Plot zeigt die Giite der Ap-
[s=10Q?%| proximation unter Vernachléssigung der unterdriick-
| ten Formfaktoren. Die durchgezogene untere Linie
doapp/do 1 (rot) stellt dabei den normierten approzimierten dif-
ferentiellen Wirkungsquerschnitt do/dQ? aus GL
(3.79) dar. Die gestrichelte, graue Linie, die den
| entsprechenden nichtapproximierten Wirkungsquer-
- schnitt wiedergibt, wird dabei fast komplett verdeckt.

15

(oo Das Verhiéltnis beider Linien wird durch die durchge-
zogene obere Linie (schwarz) angezeigt.
Offensichtlich stellt die verwendete Approximation
05 1 fiir den relevanten Bereich von Q' eine exzellente
Q"?/s Né&herung dar.
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Exklusives: Der einfachste Prozess

Abschlieend sei noch das letzte Integral iiber Q"? ausgefiihrt, deren Grenzen von
Q" = ?...s laufen. Fiir den Wirkungsquerschnitt des einfachsten Instanton-induzierten
Prozess in gg-Streuung unter Emission eines virtuellen Photons erhélt man somit schlief3-
lich unter Vernachléssigung der unterdriickten Terme

(D) g (4N
O (SSQ)%% (R(Q)

4o

s [29 19 L (s 19 (s
=\ (135 15 %\ @Q2) 15 2
(43 43 S 2 S Q?
== —)1-= . = 3.80
T dllog( 2) 5 ln( 2)} . (3.80)
17 29 S 1 S Q*
— — — dil — || —=In|{—= —
Tl s s (Q2) 9 " (Q?)] 52
5) 1 . s Q°
I e - X
lw 5 s ()] S}
wobei der Dilogarithmus durch dilog(z f1 dt —= ln deﬁmert ist. Wie erwartet (vergl. Gl

(2.12)) steigt der fithrende Term des erkungsquerschmttes mit der zweiten Potenz des
Quadrates der Schwerpunktsenergie an.

3.3.4 W-Emission

Es soll nun noch der Wirkungsquerschnitt fiir den einfachsten Prozess (3.2) unter Emission
eines W-Bosons berechnet werden. Dieser ist durch

o2at)(--a7)

_ 7 tmax
(0 _ 40 a / Ve / dt
ow 6482 /2 Q /—5+Q’2 0 b

2
I
1 ‘Tm(/))
\/)\ (Q/27 S, 0) \/tmax - t\/t - tmin

gegeben, wobei fiir das Amplitudenquadrat dessen Approximation (3.72) verwendet wird.
Die ersten beiden Integrationsschritte lassen sich ohne weiteres mit Hilfe von Maple
oder Mathematica l6sen, so dass man zunéchst den differentiellen Wirkungsquerschnitt

v 2
da‘(,[, ) ~ @ 4_7T6 (R(3)(Q))2
dQ? dt’ 256 \ 4may pr
(Q/Z _ QQ)Q (452 _ 5tlQ/2 . 4Q/2S + 5t/2 + 5815’)
600Q" 502
erhélt. Die Integration iiber ¢’ liefert weiterhin

dow' gy (47N e o2 (@2 @Y (- QY 2
dQ? "~ 256 (471'61/5) (R“’“ (@) 360m3sQ"*Q)? <198+5Q ) (3.:83)

(3.81)

(3.82)
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und schliefilich erhalt man

_ 2 6 \ 2
D), - g dm 2
A~ B () (RQ)

1 (3 s L[ 19 (s )
— = — — —In| = S
2% 180Q2 ' [540 90  \ Q2

1 S 2 1 4 1 Q6
~55 [Hln(@)%-lf)} QS—@Q VLD ?} (3.84)

fiir den Wirkungsquerschnitt des einfachsten Prozesses mit einem emittierten W-Boson.

Ein Vergleich mit dem Wirkungsquerschnitt (3.80) des einfachsten Prozesses mit ei-
nem emittierten Photon zeigt, dass der Prozess mit einem W-Boson ein stirkeres Po-
tenzverhalten in s aufweist. Der Extrafaktor beim W-Prozess kommt dabei durch den
nichtverschwindenden Longitudinalanteil ~ qq/Q? zustande,® welcher iiber diverse Kon-
traktionen zwischen ¢ und anderen Impulsen die Ursache fiir das Auftauchen eines zusétz-
lichen Faktors s/Q? ist. Im Falle der Emission eines virtuellen Photons wird wegen der
Transversalitéit der longitudinale Anteil durch die Interferenzbeitrige exakt aufgehoben.
Im Falle des Prozesses mit emittiertem W -Boson gibt es diese Interferenzen nicht und die
Transversalitat ist verletzt.

3.3.5 Unterdriickung der Interferenzen

Es soll nun untersucht werden, ob kinematische Regionen existieren, in denen die Beitriage
der Interferenzterme (3.39) zum Wirkungsquerschnitt (3.80) mit einem emittierten virtu-
ellen Photon vernachlédssigbar sind. Diese Fragestellung wird relevant, wenn der Prozess in
einen virtuellen Subprozess und den anschlieBenden Zerfall einer virtuellen Quarknullm-
ode unter Emission eines virtuellen Photons faktorisiert werden soll, worauf in Abschnitt
3.4 ndher eingegangen wird.

Ein Vergleich von Gl. (3.84) mit (3.80) ergibt fiir den fithrenden Term des Interferenzan-
teils bei hohem s/Q?

)

T ) ntert. 135 3 s 1 s

N A PN U 3.85
JID T 250 80 @250 @2 (3:85)

Hieraus lasst sich schlieffen, dass die Interferenzen fiir hohe Energien zwar einen recht
grofien (destruktiven) Beitrag zum Wirkungsquerschnitt beisteuern, aber wegen des klei-
nen Vorfaktors bei niedrigen Energien u.U. vernachléssigbar sind. Im Hinblick auf kine-
matische Schnitte stellt sich also die Frage, ob es fiir niedrige Energien Bereiche gibt, in
denen der Interferenzanteil hinreichend klein ausfallt.

Dies ist, zumindest fiir ein einzelnes leichtes Nullmodenflavor, tatséchlich der Fall, wie
ein Blick auf Abbildung 3.5 zeigt. Der Graph stellt den auf sein Maximum normierten

5Man vergl. hierzu Gl. (3.27).
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Abbildung 3.5: Dargestellt ist der auf sein Maxi-
mum normierte differentielle Wirkungsquerschnitt
donryr in Abhingigkeit von s/Q? und Q"?/Q?,
sowie dessen Interferenzanteil do;. Das Maximum
von donryr liegt bei einem relativ kleinem Wert
fir Q?/Q? und wandert bei zunehmendem s/Q?
leicht zu grofleren @Q'. Der Interferenzanteil steigt
hingegen mit Q’? etwa linear an, bis er bei ca.
Q”? ~ 10 Q? den gesamten differentiellen Wir-
kungsquerschnitt iibersteigt.

Zur Unterdriickung der Interferenzen bietet sich al-
so ein Schnitt von Q" < Q72 an.

Abbildung 3.6: Die einzelnen Linien zeigen den
Verlauf in s/Q? des normierten Wirkungsquer-
schnittes (3.87) ofj,; und dessen Nichtinterfe-
renzanteil o§i* fiir verschiedene Integrationsschnitte
Q"? < Q... Bei grofien Energien fallen die Verluste
je nach Schnitt recht grof aus. Bei hinreichend klei-
nen Energien sind die Verluste im Wirkungsquer-
schnitt dagegen zu vernachlédssigen. Bei starkeren
Schnitten, z.B. Q% < 5 @2, stellt der Nichtinter-
ferenzanteil eine gute Approximation des entspre-
e chend geschnittenen Wirkungsquerschnittes (3.87)
20 40 60 80 100 dar, so dass der Interferenzanteil fast verlustfrei un-

5/Q? terdriickt wird.

differentiellen Wirkungsquerschnitt

dotLD) Q% s
dO'N[+[E (zf) ( ) s (386)

da—'y* ( geak;s)

sowie den Betrag des entsprechenden Interferenzanteils do; in Abhéingigkeit von s/Q? dar.
Wiéhrend der Hauptbeitrag von doy;y; zum Wirkungsquerschnitt sich bei eher kleinen
Q"?/Q? konzentriert, steigt do; etwa linear mit Q”?/Q? an. Bei zu groem Q' werden
die Longitudinalanteile hierbei immer grofier, so dass der Betrag des Interferenzanteils
schlieBlich bei etwa Q"2 ~ 10 Q? iiber den gesamten differentiellen Wirkungsquerschnitt
hinaus wéchst. Bei kleinem Q' ist der Beitrag durch do; hingegen vernachlissigbar.

Um die Interferenzen effektiv zu unterdriicken, bietet sich bei der Integration iiber
Q" ein kinematischer Schnitt bei Q@ < Q2. an. Das Ergebnis ist Abbildung 3.6 zu
entnehmen. Hierbei wird der normierte, geschnittene Wirkungsquerschnitt

1 min(s,Q/2,) do' LD
cut — / d 12 Y (3 87)

o = — _—
NI+I 20
agl* ) 2 d@
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sowie dessen Nicht-Interferenzanteil 0§ fiir verschiedene Werte von Q2. in Abhéingigkeit
von s/Q? gezeigt. Man sieht zuniichst, dass bei einem hinreichend starken Einschnitt (in
Abbildung 3.6 fiir Q2. = 5 Q?) die Nichtinterferenzbeitriige oy; eine gute Approximati-
on des entsprechend geschnittenen Wirkungsquerschnittes o; darstellen. Desweiteren ist
festzustellen, dass der durch den Schnitt unerwiinschte Verlust an Wirkungsquerschnitt

bei zunehmendem s/Q? recht grof§ wird.

Resumee Fiir den einfachsten Instanton-induzierten Prozess (3.1) mit einem emittier-
ten virtuellen Photon ist also festzuhalten, dass eine wirkungsvolle Unterdriickung der
Interferenzen durch hinreichend starke Einschnitte Q% < Q2. durchaus méglich ist und
der geschnittene Wirkungsquerschnitt durch die Nichtinterferenzanteile in guter Néhe-
rung approximiert werden kann. Bei zunehmender Energie /s werden dabei allerdings
die Verluste immer grofler. Eine faktorisierte Betrachtung des einfachsten Prozesses (3.1)
mit virtuellem Photon ist also eher bei kleineren Schwerpunktsenergien von etwa s < 10 @
sinnvoll. Es bleibt zu Untersuchen, wie sich die Beriicksichtigung mehrerer Nullmodenfla-
vors hierauf auswirkt.

3.4 Faktorisierung und die Crossing-Symmetrie

In diesem Abschnitt soll der einfachste Prozess fiir den Fall untersucht werden, dass die
Interferenzen (3.38) vernachlissigbar sind, wie bereits in Abschnitt 3.3.5 diskutiert wurde,
oder gar nicht auftreten, wie bei der Emission eines W-Bosons. Vom letzteren Fall soll der
Einfachheit halber ausgegangen werden. Der gesamte Prozess faktorisiert dann in einen
2 — 2 Subprozess mit einem virtuellen Quark im Endzustand und dessen anschlieenden
Zerfall unter Emission eines W-Bosons, wie in Abbildung 3.7 dargestellt. Der Wirkungs-

Abbildung 3.7: Faktorisierung des einfachsten Prozesses in einen 2 — 2 Sub-
prozess und den Zerfall eines virtuellen Quarks unter Emission eines W-Bosons.

querschnitt des vollen Prozesses lisst sich dann in einen Zerfallsfaktor PY) fiir den Zerfall
des virtuellen Quarks unter Emission des W-Bosons und den Wirkungsquerschnitt ()
des zugrundeliegenden Instanton-Subprozesses zerlegen

a‘(,{,) (Qz; s) - Q‘: dg: O (%j) &0 (s; le) ' (3.88)

Es wird sich zeigen, dass P in einem gewissen Zusammenhang zu seinem Pendant (2.10)
aus der tief-inelastischen Streuung steht.
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Exklusives: Der einfachste Prozess

Da der Zerfallsfaktor unabhéngig vom Subprozess sein sollte, besteht der wesentliche
Sinn dieses Abschnittes darin, PY) auch fiir komplexere als den einfachsten Prozess zu
gewinnen, um diese spéter in einer faktorisierten Form behandeln zu kénnen. Die Berech-
nung iiber den einfachsten Prozess bietet sich an, da diese sich hier noch relativ einfach
gestaltet.

3.4.1 Fundamentaler Subprozess

Es soll nun zunéchst der einfachste virtuelle Subprozess

g(p1) + 9(p2) = G5(d) + ar(k) (3.89)

berechnet werden, wobei p1, p» und &’ die reellen Impulse der entsprechenden Teilchen und
¢ der zeitartige Impuls des virtuellen Antiquarks sei.” Die invariante Amplitude hierfiir
ist formal durch

R i1 o0
i(T @ “"’) = / dp D(p, 11,) / AU p? &1 - AD(py) p2 ey - AP (py)
0

k) i 5O )] [60 () (~id) xula)], (3.90)

gegeben.

Im Unterschied zum vollen 2 — 3 Prozess ist nun eine der Quarknullmoden, in diesem
Fall o) fiir das auslaufende Antiquark, virtuell. Die naive Fourier-Transformation der
entsprechenden Nullmode aus Gl. (1.53) wiirde in euklidischer Metrik

—(I)é ' - 3 1B 1 -
ngf) (_Q) (_Zq )da =27 pg UT jleﬂlarq (5 PV C]2> (391)
ergeben, mit dem Formfaktor
0
ryw) = —w % (lo(w)Ko(w) — I (w) K (w)) (3.92)

fiir virtuelle Quarks [34,76,103]. Im Limes ¢”> — 0 strebt r, — 1, so dass Gl (3.91) im
Grenzwert auf der Massenschale die korrekte Form annimmt. Allerdings weist Gl. (3.92)
das falsche asymptotische Verhalten fiir grofie w auf, so dass das p-Integral nicht konver-
giert.

Da es sich beim betrachteten Subprozess lediglich um einen virtuellen Prozess handelt,
der letztlich iiber Gl. (3.88) definiert ist, besteht bei der Wahl des Formfaktors aller-
dings eine gewisse Wahlfreiheit. Schaut man auf den entsprechenden Formfaktor, der im
vollsténdigen Prozess bei der Ankopplung des Vektorbosons auftritt, so scheint zunéichst

die Ersetzung [37,103] durch Gl. (1.84)

ry G p\/ﬁ) — f (p\/ﬁ> (3.93)

"Das W-Boson kann anschlieend nur vom rechtshiindigen Antiquark emittiert werden.
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3.4 Faktorisierung und die Crossing-Symmetrie

als natiirlich.

Die Wahl von \/F bzw. )’ nach der analytischen Fortsetzung im Argument erscheint
zunéchst plausibel, da dies vom Gesichtspunkt des Subprozesses die einzige relevante
Skala ist, die involviert ist. Allerdings treten bei der Ankopplung des Vektorbosons zwei
Formfaktoren auf, f(pQ’) und f(p@). Wie in den Abschnitten 3.1.5 und 3.3.3 diskutiert,
dominiert hiervon nun der Formfaktor mit () < @’ im Argument. Unter der Substitution
(3.93) wire also das Resultat der p-Integration Rﬁ) (') durch den Skalierungsfaktor
(Q'/Q)3** zu ergiinzen.® Die Alternative besteht darin, gleich die externe Virtualitit Q
im Argument zu verwenden und somit Q" durch dessen untere Grenze zu ersetzen.

In der Wahl der ezternen Virtualitat () des vollstéindigen Prozesses anstelle der inter-
nen Virtualitat ' des Subprozesses besteht somit ein entscheidender Unterschied zur ent-
sprechenden Faktorisierung im tief-inelastischen Fall. Eine kinematisch streng vorgegeben
Hierarchie zwischen beiden Virtualitdten existiert dort nicht. Im Bjorken-Limes domi-
niert dort hingegen der Formfaktor mit Q" anstelle von ) im Argument. Der wesentliche
Unterschied besteht nun darin, dass Q' im ¢-Kanal, vom Gesichtspunkt des Instanton-
Prozesses, keine natiirliche untere Grenze in Form einer anderen Virtualitit gegeben ist,
die den Instanton-Prozess beeinflussen kénnte. Diese tritt nun aber im s-Kanal in Form
der Virtualitat ) des Vektorbosons auf.

Eine Auswertung der Amplitude (3.90) mit dem Formfaktor f(pQ)) statt r, fithrt schlie-
lich zu

j‘(I) 2 _ L 476 2 (R(g) (Q))2 ) [legzg,ﬁlﬁgﬁg 5]1531 i 451k ,001 o i
256 \ dmag Hr 10203,]17273 Blﬂaﬂs,ﬁjéaé
(i ) 2 (st )
@ (39

(0up1r —p10,)%, (D10” —G"p1)g,
— — \a3 /4 —v/ Ps
(owP2 — p20.,)"3, <P20 -0 pz),
a3
ra1Bi =
e Q6 51
als gemitteltes und summiertes Amplitudenquadrat. Die Indexkontraktion des Amplitu-
denquadrates (3.94) iiber Form [100] fithrt zundchst zum differentiellen Wirkungsquer-
schnitt

dg 4 1 476\ 2 2 4
= — |— (3) T V24 L 42 L (2 A2
dt’ 3rs [256 (477—045) (Rur (Q)) |ff S Q t+t°+ 5 (S Q 8):| (395)

und die Integration iiber ¢’ liefert schlieBlich den Wirkungsquerschnitt

4 |1 [ 4x%\° ol [19 11 3 1Qs
~(I) _ - (3) e 2 4 -
7 3T [256 (4ms> (R (@) ] {30 09T 1Y T ] (3.96)

8Man vergleiche hierzu Abschnitt 3.1.2 und 3.1.3.
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Exklusives: Der einfachste Prozess

fiir den einfachsten virtuellen Instanton-Subprozess in gg-Streuung. Man beachte, dass
der fithrende Term die richtige Potenz s? hat, wie bei einem Punktprozess bestehend aus
je zwei Gluonen und zwei Fermionen.

Vergleicht man den Wirkungsquerschnitt des virtuellen Subprozesses (3.96) iiber Gl.
(3.83) mit dem differentiellen Wirkungsquerschnitt dal(,‘[/) /dQ" fiir den vollen W-Boson
emittierenden Prozess,? so ergibt sich iiber Gl. (3.88) der Instanton-induzierte Zerfallsfak-

tor , )2
/ 1
P (%) =5 (1 - %) . (3.97)

Dieser lasst sich nun nicht nur im Falle des einfachsten Prozesses anwenden, sondern
mag auch in komplexeren Féllen als Zerfallsfaktor dienen, in denen der Prozess also wie
in (3.88) faktorisiert. Gl. (3.96) ist in diesem Sinne lediglich der Wirkungsquerschnitt des
einfachsten Subprozesses. Insbesondere wird Gl. (3.97) im néchsten Kapitel, wo es um die
Berechnung inklusiver Wirkungsquerschnitte zur Abschéatzung von Instanton-Raten geht,
unmittelbar Verwendung finden.

3.4.2 Bezug zum tief-inelastischen Fall

Es ist nun interessant, den Zerfallsfaktor (3.97) mit dem Flussfaktor

P (I le) ORI (1 PR Q—Q) (1 Flavor DIS) (3.98)

—_— x —_— ~ —_—
q x/’ ’Q2 1671'3 x!

fiir ein einzelnes Quarkflavor fiir die ¢*g-Erzeugung aus einem virtuellen Photon in tief-
inelastischer Streuung zu vergleichen. Hierbei seien x und x’ die Bjorken-artigen Skalie-
rungsvariablen
2 2
T = %@2 und = %@’2 (3.99)

in tief-inelastischer Streuung. Beide Prozesse, der Zerfall des virtuellen Quarks unter Emis-
sion eines Vektorbosons und die Paarerzeugung eines virtuellen und eines reellen Quarks
durch Zerfall eines virtuellen Photons, jeweils vor dem Hintergrund eines Instantons, las-
sen sich durch Crossing ineinander {iberfiihren.

Man betrachte hierfiir zunéchst den einfachsten Prozess in tief-inelastischer Streuung
unter Hinzunahme eines Gluons im Endzustand

V' +9g—=q+q+g. (3.100)

Dabei werde der Einfachheit halber angenommen, dass das virtuelle Photon ausschlieflich
an das Antiquark kopple. Die relevanten kinematischen Variablen werden in Abbildung 3.8
veranschaulicht. Durch Crossing des virtuellen Photons mit dem Gluon im Endzustand,
was effektiv einer Drehung des Prozess-Diagramms um 90° im Uhrzeigersinn entspricht,

9Hierbei ist ein Faktor JI(/[I,’D o\l = 2 zu beachten.
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3.4 Faktorisierung und die Crossing-Symmetrie

_Q/2

QQ
t Q/Q

Abbildung 3.8: Links ist der um ein Endzustandsgluon erweiterte einfachste Instanton-
Prozess aus tief-inelastischer Streuung dargestellt. Durch Crossing des zusétzlichen Gluons
mit dem virtuellen Photon erhélt man den einfachsten Instanton-induzierten Prozess in
gg-Streuung.

erhélt man schliellich den einfachsten Prozess in gg-Streuung. Die hierbei relevanten ki-
nematischen Variablen sind dabei wie folgt zu ersetzen

s —t s —t —-Q* - Q? -Q”% - Q" (3.101)

wobei die Vorzeicheninderung von Q? und Q"? dadurch zustande kommt, dass die zu-
gehorigen Impulse ¢ und ¢ im ¢-Kanal raumartig und im s-Kanal zeitartig sind. Die
beiden Skalierungsvariablen (3.99) sind nach dem Crossing schlieBlich durch
2 2 ?2 )
T = @ — ¢ und = @ — @
S+Q2 QZ_t $_|_Q/2 Q/Q_t/

zu ersetzen.

Man betrachte nun den Flussfaktor (3.98), der die ¢*g-Erzeugung aus einem virtuellen
Photon vor einem Instanton-Hintergrund beschreibt. Durch das Crossing wird aus der
Paarerzeugung ein ¢*-Zerfall unter Emission eines Vektorbosons

(3.102)

Y=g +q — =7 +q (3.103)

Da es sich prinzipiell um denselben Prozess handelt, nur in einem modifizierten Ablauf,
sollte der Flussfaktor (3.98) diesen ebenfalls beschreiben. Allerdings nehmen die einzelnen
Variablen x und 2’ bzw. Q% und Q’? nun vertauschte Rollen ein. Man erhilt also in diesem
Sinne den Zerfallsfaktor

- T Q/Q B / ZE/ QQ _ 1 m/ 1 1 QZ
o <;$@) _ pi (?x/7@ = (R R R =) B CA

Integriert man diesen iiber x und 2/, so ergibt sich
x! 2
/1d_x'/ de sy _ [Tda’ 2 (@
0 x - T q 0 x 3273 QIQ

2\ 2
_ L @Y oo,
3273 Q"> T

(3.105)
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Exklusives: Der einfachste Prozess

Dies entspricht, bis auf einen definitionsbedingten Faktor 1/m, gerade dem Zerfallsfak-
tor (3.97), wie er bereits durch Vergleich des Wirkungsquerschnitts des Instanton-Sub-
prozesses mit dem des vollen Prozesses berechnet wurde. Hierbei wurde x,;, so gewahlt,
dass Pq(l) iiber den gesamten Definitionsbereich keine negativen Werte annimmt. Die obere
Grenze x < 2/ ist kinematisch begriindet.
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4 Inklusives: Uber den Sattelpunkt

Im vorangegangenen Kapitel wurde der einfachste Instanton-induzierte Prozess in gg-
Streuung unter Emission eines virtuellen Photons der Virtualitit @ = \/? bzw. eines
W-Bosons in aller Ausfiihrlichkeit diskutiert. Dabei konnten wichtige Erkenntnisse iiber
die Eigenschaften von Instanton-Prozessen in der hier untersuchten kinematischen Region
herausgearbeitet werden. Diese zeichnet sich dadurch aus, dass die Virtualitit Q' = /¢
des Subprozesses iiber einen s-Kanal des Endzustands prapariert wird, deren Impuls ¢’
zeitartig ist. Hier seien insbesondere die Notwendigkeit der analytischen Fortsetzung der
p-Integration bei deren Auswertung in Minkowskimetrik, die Auswirkungen durch die
Skalenhierarchie )" > @, sowie die Faktorisierung in einen Instanton-Subprozess und den
anschliefenden Zerfall des virtuellen Quarks unter Emission eines Vektorbosons genannt.

Darauf aufbauend soll in diesem Kapitel die Untersuchung der Rate von Instantonereig-
nissen in gg-Streuung unter Emission eines Vektorbosons, inshesondere eines W-Bosons,
vorangetrieben werden. Dabei nimmt die Beriicksichtigung von Gluonen im Endzustand,
deren Beitrage mit Hilfe der in Abschnitt 1.2.3 vorgestellten Valley-Methode resummiert
werden, eine zentrale Rolle ein, da hierdurch die exponentielle Tunnelunterdriickung des
Instantonereignisses erheblich reduziert wird [27-29,37,86,87,89-91].

Das Kapitel gliedert sich dabei wie folgt: Zunéchst soll in Abschnitt 4.1 die Problem-
stellung ndher definiert und eingegrenzt werden. Ferner wird der zu berechnende Wir-
kungsquerschnitt definiert und die einzelnen Terme, aus denen dieser sich zusammensetzt,
angegeben. In Abschnitt 4.2 erfolgt anschlielend dessen eigentliche Berechnung. Die In-
tegration iiber die kollektiven Koordinaten, die im einfachsten Fall (s. Kapitel 3) noch
analytisch erfolgte, wird nun iiber eine Sattelpunktsniherung durchgefiihrt. Hierbei wir
auch auf die Gemeinsamkeiten zum tief-inelastischen Fall [37] und die kinematisch beding-
ten Unterschiede bei der Berechnung eingegangen. In Abschnitt 4.3 werden abschliefend
die gewonnenen Resultate in direkten Vergleich mit dem tief-inelastischen Fall gesetzt und
die Ursache fiir die beobachteten Abweichungen néher analysiert.

4.1 Inklusive Instanton-induzierte gg-Streuung

Bei den hier zu betrachtenden Prozessen handelt es sich um Instanton-induzierte gg-
Streuungen, bei denen der Endzustand aus insgesamt 2n; Quarks, einer beliebigen An-
zahl an Gluonen, sowie einem emittierten Vektorboson bestehe. Hierbei sei ny die Anzahl
der leichten Quark-Flavors, die direkt als Nullmoden an das Instanton koppeln. Wie auch
bereits im Falle des einfachsten Prozesses, mit nur einem Quarkflavor und ohne zusétzli-
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Inklusives: Uber den Sattelpunkt

cher Gluonen, dient das emittierte Vektorboson der Virtualitit ) dazu, eine nach unten
beschriankte Virtualitit Q' > @ in den Instantonsubprozess einzuspeisen, um so die Inte-
gration iiber die Instantongréfie p im Rahmen der Instanton-Storungsrechnung konvergent
zu halten.

4.1.1 Eingrenzung der Problemstellung

Die wesentliche Neuerung gegeniiber dem einfachsten Prozess besteht darin, die Wir-
kung durch die zusétzlichen Gluonen im Endzustand zu beriicksichtigen. Um hierbei das
Problem auf das Wesentliche zu reduzieren, wird dabei von folgenden Einschrinkungen
ausgegangen:

e Die Anzahl der leichten Quarkflavors, die als Nullmoden direkt vom Instanton emit-
tiert werden, wird, wie auch schon beim einfachsten Prozess im vorangegangenen
Kapitel, auf ny = 1 gesetzt.

e Das emittierte Vektorboson sei ein reelles W-Boson, und kopple somit ausschlie§lich
an linkshéindige Quarks bzw. rechtshéindige Antiquarks.!

Hierdurch lasst sich das emittierte Vektorboson, je nachdem ob der Prozess durch ein In-
stanton oder Antiinstanton induziert wird, eindeutig dem Antiquark oder dem Quark
zuordnen. Beim Quadrieren der Amplituden werden somit jegliche Interferenzen, die
sonst durch die mogliche Ankopplung des Vektorbosons an verschiedene Quarks entstehen
wiirden, vermieden.

Die gesamte Prozessstruktur lisst sich nun, wie in der analogen Situation des einfachs-
ten Prozesses (vergl. Abschnitt 3.4), in einen virtuellen Instanton-Subprozess und den
anschlieBenden Zerfall des virtuellen Antiquarks (Instanton) bzw. Quarks (Antiinstanton)
unter Emission des W-Bosons aufspalten, wie in Abbildung 4.1 dargestellt. Der Wirkungs-

Abbildung 4.1: Dargestellt ist die Faktorisierung des hier betrachteten Instan-
tonprozesses in gg-Streuung in einen virtuellen Instanton-Subprozess mit einem
virtuellen Quark der Virtualitit @’ und dessen anschliefenden Zerfall unter Emis-
sion eines Vektorbosons der Virtualitdt (). Linien, die in einem & enden, stellen
hierbei Quarknullmoden bzw. Instanton-Losungen dar. Die verbleibende Quarkli-
nie, die durch ein @ hindurchlauft, reprasentiert einen Nichtnullmodenpropagator
im Instanton-Hintergrund (vergl. Gl. (1.77)).

!Die Quarknullmode geht dabei in eine Nichtnullmode anderen Flavors iiber [34].
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4.1 Inklusive Instanton-induzierte gg-Streuung

querschnitt fiir den hier betrachteten Prozess faktorisiert dabei zu
s dQ/2 Q/Q .
o5 (5:Q%) = ¢* = P or) o (Q7), (4.)
@ @ Q
wobei ¢ die relevante Kopplungskonstante zwischen Quark und Vektorboson, s das Qua-

drat der Schwerpunktsenergie, )’ die Virtualitéit des entsprechenden Quarks mit zeitarti-
gem Impuls ¢’ und @) die Virtualitat des emittierten Vektorbosons seien.

4.1.2 Einteilchen-inklusiver Wirkungsquerschnitt

Der Zerfallsfaktor P fiir die Emission des Vektorbosons wurde bereits mittels des ein-
fachsten Prozesses berechnet und ist Gl. (3.97) zu entnehmen. Somit reduziert sich die
Berechnung des Wirkungsquerschnittes fiir den gesamten Prozess auf die fiir den virtuellen
Subprozess

9+9 > Tpld) + ar+ng g, (4.2)
mit einer virtuellen Antiquarknullmode, einer reellen Quarknullmode und einer beliebigen
Anzahl n, an Gluonen.?

Um bei der Bestimmung von Ereignisraten fiir Instanton-induzierte Prozesse in gg-
Streuung Kontrolle iiber die fiir die Instantonstérungsrechnung relevante Prozessdynamik
zu behalten, ist ggf. eine Messung des Impulses der virtuellen Quark-Nullmode aus GI.
(4.2) notig. Der verbleibende Phasenraum kann also ausintegriert werden. Fiir den virtu-
ellen Instanton-Subprozess ist somit der entsprechende Einteilchen-inklusive Wirkungs-
querschnitt fiir den Instanton-induzierten Prozess

I _y
g+9—aqr(d)+X (4.3)

zu bestimmen.

Hierdurch verhélt sich der betrachtete Fall komplizierter als der entsprechende Subpro-
zesses aus tief-inelastischer Streuung, ¢* + g — X. Dort befindet sich das virtuelle Quark
gewissermaflen im Anfangszustand. Entsprechend kann der totale Wirkungsquerschnitt
des Subprozesses iiber das optische Theorem durch die Vorwértsstreuamplitude vor dem
Hintergrund eines Instantons und eines Antiinstantons berechnet werden [35,37].

Der Einteilchen-inklusive Wirkungsquerschnitt liasst sich nun am einfachsten mit Hilfe
der Mueller-optischen Theoreme berechnen [35,104]. Hiernach werden n-Teilchen-inklusive
Wirkungsquerschnitte, in Verallgemeinerung des optischen Theorems, als 24+n — 2+ n
Vorwiartsstreuamplituden aufgefasst. Diese Theoreme sind zwar etwas weniger rigoros als
das normale optische Theorem, doch hat sich die Methode bereits in vielen Untersuchun-
gen zur Vielteilchen-Ph&nomenologie bewihrt.

Der hier zu untersuchende Subprozess kann nun iiber die 3 — 3 Vorwiértsstreuamplitu-
de vor dem Hintergrund eines Instanton-Antiinstanton-Paares berechnet werden, wie sie
in Abbildung 4.2 dargestellt ist. Die zusétzlichen Gluonen im Endzustand werden hierbei

2Wenn das anschliefend emittierte Vektorboson ein W-Boson ist, dann ist dies der einzige Beitrag vom
Instantonhintergrund. Bei einem Antiinstanton sind entsprechend ein virtuelles Quark und ein reelles
Antiquark zu wéhlen. Im Falle eines emittierten Photons, unter Vernachldssigung der Interferenzen,
sind jeweils beide Beitréage zu beriicksichtigen.
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Abbildung 4.2: Dargestellt ist die {iber das Mueller-optische Theo-
rem gegebene Vorwirtsstreuamplitude zum Einteilchen-inklusiven
Instanton-Subprozess in gg-Streuung.

mittels des in Abschnitt 1.2.3 vorgestellten Valley-Verfahren [30, 69,75, 79-88] iiber die
Valley-Wirkung (1.92) bzw. (1.93) als Wechselwirkung zwischen Instanton und Antiin-
stanton behandelt. Dieses Verfahren ersetzt die sonst nétige aufwéndige Aufsummation
der Einzelbeitrige durch die Prozesse mit unterschiedlicher Gluonenzahl [77].

Im Folgenden soll nun der Bezug zwischen dem Einteilchen-inklusiven Wirkungsquer-
schnitt und der 3 — 3 Vorwértsstreuamplitude hergestellt werden. Der Einteilchen-
inklusive Wirkungsquerschnitt fiir den hier interessanten Fall ist zunéchst durch [104]
d3k 7, 2

f N 4 ¢4
o O, ZH'H SEERET @) 6 (p+pa—d —K)  (44)

da

gegeben. Hierbei laufe der Index f iiber sdmtliche nicht explizit betrachteten Teilchen, in
diesem Fall also iiber die eine reelle Quarknullmode und n, zusétzlicher Gluonen, iiber
die zu summieren ist. Ferner sei 72(91 ) die invariante Amplitude des g +9g — ¢ +q+ny g
Prozesses.

Mit Hilfe der Mueller-optischen Theoreme ldsst sich nun, so man bei dessen Anwendung

iitber die Virtualitidt des Prozesses hinwegsieht, die zugehorige Vorwartsstreuamplitude
tiber [104]

29 (1) =TT et o | ‘ en)! St =d < K)  (49)

mit dem Wirkungsquerschnitt (4.4) in Zusammenhang bringen. Fiir den Instanton-indu-
zierten Subprozess findet man somit schliefSlich den inklusiven Wirkungsquerschnitt

1 &3¢ 1 .
~ (I II
%=1 [ o 2 ST 49

Bei diesem Resultat handelt es sich um einen Spezialfall, da die Zuordnung des anschlie-
Bend emittierten Vektorbosons zu den vorhandenen Quarknullmoden im betrachteten Fall
eindeutig ist. Bei mehreren identischen Quarks ist die rechte Seite von Gl. (4.6) durch de-
ren mittlere Multiplizitédt zu dividieren. Man vergleiche hierzu auch [35,104].
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Abschlielend sei noch der zugehorige Einteilchen-inklusive Wirkungsquerschnitt in den
unterschiedlichen interessanten Variablensétzen angegeben

, 36, Poyy Poyy d36,, I(TUD)

1
@ A8~ “dody Az Tdedr dw T dg dt dM? 25 (21)F

(4.7)

wobei y' die Rapiditdt und ¢} der Transversalimpuls jeweils zum Impuls ¢’ seien und
= (p2 — ¢')? die iibliche Mandelstam-Variable neben ¢’ = (p; — ¢')?.

4.1.3 Vorwartsstreuamplitude

Nachdem nun der allgemeine Zusammenhang zwischen dem Einteilchen-inklusiven Wir-
kungsquerschnitt in Gl. (4.7) und der Vorwirtsstreuamplitude hergestellt wurde, steht
noch deren Angabe aus. Die Aufstellung der Vorwartsstreuamplitude verlauft dabei nach
den bekannten Methoden der Instanton-Stérungsrechnung [37,76,105] und findet zunéchst
in euklidischer Metrik statt.

Fiir insgesamt null Flavors ist diese bereits durch Gl. 1.97 gegeben. Fiigt man noch die
entsprechenden Faktoren fiir die virtuelle externe Nullmode, sowie die interne, zwischen
den beiden Instantonen ausgetauschte Nullmode hinzu, so erhélt man fiir die Vorwérts-
strenamplitude formal zunéchst den Ausdruck

T (py, pa, —q /d4 /dp/dp/dU D(p, ptr) D(p, piy) ' ®ri72=0 R
e Ols‘

_ BoA1Q(E,u
W (ppuz) PR Z(H)(KLKLR u)

interne Quarknullmode
I _ I _ II _
RYD (p1: pp,w) RYD (paip, pou) Ry (=dpopyu). (48)

~
externe Quarknullmode

Hierbei sei QU0 (¢, 1) die Valley-Wechselwirkung (1.93) durch den Gluonenaustausch zwi-
schen Instanton und Antiinstanton. Ferner sei ¢ der konforme Parameter (1.91), sowie
u die relative Gruppenorientierung zwischen Instanton und Antiinstanton. Die obligato-
rische Mittelung {iber Polarisations- und Farbindices wurde dabei bereits in den LSZ-
amputierten Gluon-Faktoren R, die in Gl. (1.98) definiert sind, beriicksichtigt. Auf die
einzelnen Faktoren wird nun im Folgenden néher eingegangen.

Amputierte Quarknullmoden

Die externen Quarknullmoden ergeben sich direkt aus den Betrachtungen zum exklu-
siven Prozess. Hierbei ist formal zwischen einem Instanton-Antiinstanton-Hintergrund,
welcher in der exklusiven Betrachtung einem einfachen Instanton-Hintergrund entspricht,
und dem vertauschten Fall, entsprechend einem Antiinstanton-Hintergrund in exklusiver
Betrachtung, zu unterscheiden. Da diese im Ergebnis, unter Vertauschung von Quark und
Antiquark, identisch sind, werde hier nur der erste Fall vorgestellt.
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Inklusives: Uber den Sattelpunkt

Die Faktoren fiir ein LSZ-amputiertes externes Antiquark bzw. Quark in Vorwérts-
streuung mit Impuls —¢’ sind durch

RED (~¢) = —<—oo—— =& D(¢) (~ig) xald) xx'(¢) (id) s"(~q), (4.9)
RUD (—) = ——wo—— = d(~¢) (~i7) xu(¢) x:'(d) (i7) #V(¢) (4.10)

gegeben. Mit den amputierten Quarknullmoden in singuldrer FEichung und euklidischer
Metrik

) =2mp*? 7 Uy f (p\/?> (

) = 2w Oy, ¥ 1 (5V/) (

B3 (~d) (=) = 220" U, e 1 (V) (
) =200 o5 07 1 (o) <

—_ =
w N
~— N N~ S~

erhalt man somit
RED (—q) = —xa' (@) w xr(d) 20) (p0)* f (p\/?> f (ﬁ\/@ (4.15)

R (~q') = —xi'(a) @ xu(d) @n) (00) £ (/@) | (V). (4.16)

Hierbei gebe U die Gruppenorientierung des Instantons und U die des Antiinstantons
wieder. Die relative Orientierung zwischen beiden sei durch u = UTU gegeben. Weiterhin
wurde der bereits in Abschnitt 3.4 diskutierte Formfaktor f(w) = wK;(w) gewéhlt, wel-
cher das korrekte asymptotische Verhalten fiir grofe Werte von w aufweist. Es sei daran
erinnert, dass der Formfaktor f letztlich vom effektiven Vertex aus der Ankopplung eines
elektroschwachen Vektorbosons an die virtuelle Quarknullmode im Instanton-Hintergrund
stammt. Dieser weist allerdings zwei Formfaktoren auf, einen mit dem inneren Impuls ¢
im Argument und einen mit dem #ufleren . Nach analytischer Fortsetzung in die Min-
kowskimetrik sind beide zeitartig und geniigen der Hierarchie Q”? = ¢? > Q? = ¢?, so
dass letztlich der Formfaktor beziiglich ¢’ unterdriickt wird. Konsequenterweise ist al-
so auch an dieser Stelle der Impuls des Vektorbosons anstelle der des virtuellen Quarks
heranzuziehen.

Fiir die weiteren Betrachtungen wird, wie sich an spéterer Stelle erschlieen wird, die
relative Orientierung zwischen Instanton und Antiinstanton mit der stérksten attraktiven
Ausrichtung eine wichtige Rolle einnehmen. Fiir hinreichend grofies £ ist diese durch die
Dipolkonfiguration u = R gegeben [30, 82], wobei R = R/ VR? in euklidischer Metrik
der normierte Einheitsvektor in R-Richtung sei (vergl. hierzu auch Abschnitt 1.2.3). Die
Quarkfaktoren werden nun zur Minkowskimetrik iiber die Wickrotation

=4

R4 — ZRO

Pa — —1Po

—~ R (4.17)
o (4.18)

Sl
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4.1 Inklusive Instanton-induzierte gg-Streuung

fortgesetzt, wobei p stellvertretend fiir sdmtliche infrage kommenden Impulse stehe. Mit
den Sigma-Matrizen ¢ = (1,7) und ¢ = (1, —7) in Minkowskimetrik ergeben sich dabei
die Transformationen R-0c — iR-0 bzw. R-6 — iR-7, so dass sich sdmtliche Quarkfaktoren
in Minkowskimetrik schliellich zu

= —i 2R - ¢
RUID(—g)| = (@2n)? (0p)*?

i ﬁf(p —q2—|—i5) f(ﬁ —q2—i5> (4.19)

ergeben.

Hierbei ist darauf zu achten, dass das Argument der beiden Formfaktoren f, im Unter-
schied zum tief-inelastischen Fall, wegen des zeitartigen Impulses ¢ imaginér ist. Zur Regu-
larisierung wurde zu —¢? jeweils ein infinitesimaler Imaginérteil 4-ie addiert, so dass dessen
Quadratwurzel einen nichtverschwindenden positiven Realteil erhélt, wie die auch bereits
in Kapitel 3 zum einfachsten Prozess durchgefiihrt wurde. Da die auslaufende Nullmode
der Vorwirtsstreuamplitude dem komplex Konjugierten der einlaufenden zuzuordnen ist,
fallt das Vorzeichen des Regularisierungsterms jeweils entsprechend unterschiedlich aus.

Amputierte Gluonen

Die LSZ-amputierten Gluonen wurden bereits in Abschnitt 1.2.3 in Gl. (1.98) definiert.
Einsetzen der entsprechenden Feldkonfiguration (1.81) fiir das Instanton und entsprechend
fiir das Antiinstanton ergibt zunéchst in euklidischer Metrik [34, 76]

REJH_) (p) = ph&o 1_6 Z p*tr ()\“ A(I_)(—p)> p*tr ()\“ Ep - A(])(p)>

(pp)’ s e e
~ 1602 Y Y, Ulalerp —pa)", U5 (A, UF (per — 1) "UT . (4.20)

r,a

Unter Ausnutzung der Identitéten (3.26) fiir die Gell-Man-Matrizen erhélt man weiterhin
T 87T4 pﬁ 2 — = % 1 = =k
R (p) = (—2) D |tr (wzrpuper) — < tx () tr (pey) | (4.21)

wobei € - p = 0 verwendet wurde. Fiir die Summe iiber die Gluon-Polarisationen lésst sich
in euklidischer Metrik noch die Substitution ) e,e} = d,, verwenden, so dass man mit
Hilfe von .

tr(pa) = p*“Uge = —eaﬁﬁgﬁeﬁaﬂda = tr(pu) (4.22)
zunéchst in euklidischer Metrik

[ _ 8 (pp)? 2
p) = — 257 (u-p) (4.23)

erhélt. In der Ausrichtung mit der stérksten Attraktivitét ergeben sich die Gluonfaktoren
schlieflich nach einer Wickrotation in die Minkowskimetrik zu

r 8 (pp)® (R-p)®
(1) —
Ry, (p)| = 202 o (4.24)
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Inklusives: Uber den Sattelpunkt

Interne Quarknullmoden

Die Faktoren fiir die intern ausgetauschten Quarknullmoden sind durch die Fermion-
Uberlappungs-Integrale [32, 37]

Zuh — / d'z kD(z — R) 0 kD (z) ZUD = / d'z ¢V (z) 0 kD (z — R)  (4.25)

gegeben. In der relativen Ausrichtung mit der stéirksten Attraktivitat u = R ergeben sich
diese zu

A

ZUD (= Ry = ZUD(u = R) = w(¢), (4.26)

wobei w durch

6B (2,2 33 1 . 1
w(§) = —)\(332 ’) oy (5, 5;4; 1- ﬁ) ; mit A = 5 (5 + V& — 4) (4.27)

und dem bekannten konformen Parameter &, gegeben ist.

4.2 Sattelpunktsndherung

Nachdem nun sédmtliche Terme des Einteilchen-inklusiven Wirkungsquerschnittes zur Ver-
fiigung stehen, bleibt fiir dessen Auswertung noch die Integration iiber die kollektiven
Koordinaten ¢; € {p,p, R,u} iibrig. Die Situation verhélt sich dabei sehr dhnlich wie
beim entsprechenden Fall aus tief-inelastischer Streuung, bei dem die Integration sehr
erfolgreich iiber eine Sattelpunktsnéherung durchgefiihrt werden konnte [37]. Die dort
gewonnenen Erfahrungen nutzend soll die Auswertung fiir den vorliegenden Fall nun iiber
dasselbe Verfahren angegangen werden.

Die weitere Problemstellung lasst sich in etwa durch die folgende Aufgabe skizzieren:
Zu berechnen sei ein mehrdimensionales Integral, welches durch den Sattelpunkt ¢ = (g
eines effektiven Exponenten Iy, mit V;I'eg((sp) = 0, dominiert werde. Hierbei seien (;
die entsprechenden kollektiven Koordinaten der betrachteten Instanton-Antiinstanton-
Konfiguration. Nach der Entwicklung des effektiven Exponenten um den Sattelpunkt lasst
sich das Integral ndherungsweise durch ein Gauflintegral

21"/ (Gp) € Fen(S
vdet H

bestimmen, wobei H;; = V,;V; I'eg die Hessematrix des effektiven Exponenten am Sat-
telpunkt sei. Hierbei ist zu beachten, dass der Sattelpunkt im wesentlichen ein Maximum
von —[eg sein sollte, also gewissermaflen auf einem Bergsattel und nicht in einer Talsohle
liegt. Wie sich herausstellen wird, weist die Hessematrix zu I' im vorliegenden, wie auch
bereits im tief-inelastischen Fall in der Tat genau einen negativen und sonst nur positive
Eigenwerte auf. Durch die eine negative Mode erhélt die Vorwértsstreuamplitude einen
nichtverschwindenden Imaginérteil, wie im Mueller-optischen Theorem benétigt.

/ d"¢ f(¢) e 9 & ( (4.28)
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4.2 Sattelpunktsndherung

Abgesehen vom zusétzlichen Gluon im Anfangszustand unterscheidet sich der hier dis-
kutierte Fall im Wesentlichen von demjenigen in tief-inelastischer Streuung dadurch, dass
die zu den Virtualititen bzw. Massen @' und ) zugehorigen Impulse ¢’ und ¢ nun zeit-
statt raumartig sind. Dies wird einige sehr interessante Modifikationen bei der Berech-
nung der Sattelpunktsndherung zur Folge haben, welche sich nicht unerheblich auf den zu
berechnenden Wirkungsquerschnitt auswirken.

4.2.1 Vorbereitungen

Ausgangsposition fiir das weitere Vorgehen ist nun die Vorwiértsstreuamplitude (4.8), wel-
che noch in die Minkowskimetrik fortzusetzen ist. Bevor die eigentliche Sattelpunktsnéhe-
rung angegangen wird, sollen hierzu noch einige vorbereitende Mafinahmen getroffen wer-
den, die das Problem auf den den hier wesentlichen Teil reduzieren.

Zunéchst ist festzuhalten, dass die Integration iiber die Gruppenorientierung unab-
héngig von den iibrigen kollektiven Koordinaten durchgefithrt werden kann. Fiir einen
hinreichend groflen konformen Parameter ¢ ist die Valley-Wechselwirkung (1.93) mit der
starksten attraktiven Ausrichtung durch die Dipolkonfiguration mit u = R gegeben, wobei
R der normierte Abstandsvektor zwischen Instanton und Antiinstanton sei [30,82]. Die
Sattelpunktsndherung des Gruppenintegrals in der Dipolnéherung ergibt sich schlieflich
zu (37,42, 86]

~ 7/2 , _ _
/ e = T # <Z_%> e 20O QUD e UD' (), (4.29)
s 78

wobei QU1 )/(S ) die Ableitung der Valley-Wechselwirkung nach ¢ in Dipolnéherung (1.95)

sei. Die Potenz des Vorfaktors (Z‘—;)U ? kommt hierbei durch die 4N, — 5 = 7 relevanten
Parameter der Gruppenorientierung zustande.?

Die verbleibenden, in Gl. (4.29) nicht aufgefiihrten Terme der Vorwértsstreuamplitude
(4.8) stellen nun im Sinne von Gl. (4.28) in Bezug auf die Gruppenintegration den Vorfak-
tor f(¢) der Exponentialfunktion dar. Entsprechend der Sattelpunktsnéiherung sind diese
nach der Gruppenintegration nun am Sattelpunkt v = R auszuwerten. Die Vorwirtsstreu-
amplitude kann nun zur Minkowskimetrik unter den Gln. (4.17) und (4.18) fortgesetzt

werden, wobei der konforme Parameter zu

I —R2 4 iRy + R+ p? + 2
% 1%

§

(4.30)

fortzusetzen ist [37,83]. Die Ersetzung R — — R2+ic Ry dient hierbei zur Regularisierung
und zur Definition der Phase der Wurzel y/R3 — \/—R2.

3Man vergleiche hierzu Gl. (1.38) und Ref. [12]. Die Gruppenintegration lduft zunichst iiber die acht
Parameter der SU(3), von denen einer trivial ist, da die eingebettete SU(2) des Instantons mit dem
zugehorigen Generator, z.B. A\g, kommutiert.
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Inklusives: Uber den Sattelpunkt

Nach Auswertung der Gruppenintegration erhélt man fiir die Vorwértsstreuamplitude
in Minkowskimetrik schlieSlich

o ) _
T(H)(pl,m,—q /dp/dp/dRo/d3R 42 ( ”) o7 e Lo )

1 Qg 6 s /2, .\ 1/2
—gﬁ (——,) V)" (v

g QUi (g)

Hierbei sei
Pt =—i(p1+p2—¢) R+ [p\/ -2 +ic+p\/—¢* — ia]
4 _
+ Ly—ﬂ — BoA1In (p,o,u,,)} (1 +QUb (f)) + Aoln (ppp?)  (4.32)

der effektive Exponent, welcher das verbleibende Integral im Wesentlichen dominiert. Zum
Vergleich sei hier noch der entsprechende effektive Exponent aus tief-inelastischer Streu-
ung angegeben:

Letlpys = —i(p—¢q) - R+ [p+pl V-4 +... (4.33)

Der erste Term in Gl. (4.32) stammt unmittelbar aus der Bedingung fiir die Impul-
serhaltung und tritt bereits, ebenso wie die von QU!) abhingigen Terme, welche durch
die Gluonenresummation iiber die Valley-Methode eingehen, in Gl. (4.8) auf. Der zweite
Term stammt ferner von der asymptotische Ndherung der Formfaktoren f(w) = wK;(w)
aus Gl (1.84) der virtuellen Quarknullmoden (4.19). Hierbei fallt sofort der Unterschied
zwischen beiden Fillen auf, der mit der Zeit- bzw. Raumartigkeit zusammenhéngt. Hinzu
kommt noch der Tunnelexponent 2= aus der Dichteverteilungen (1.62) D(p) bzw. D(p),
sowie die Terme ~ In(ppu?), Welche zur Gewahrleistung der Skaleninvarianz in Zwei-
schleifennidherung dienen (vergl. hierzu auch Abschnitt 1.2.1) und fiir die Stabilitédt des
Ergebnisses unabdingbar sind [37]. Die fiir die verwendeten Faktoren A; und A, ist die
Amplitude renormierungsgruppeninvariant in Zweischleifennéherung in Gl. (1.63) ange-
geben, fiir A} = 1 und Ay = 0 auf Einschleifenniveau [37], der Nullschleifenfall ergibt sich
weiterhin fiir A; = 0, entsprechend = dr s .

Fiir die weitere Berechnung der Vorwartsstreuamphtude bietet es sich nun an, diese im
Schwerpunktssystem des zwischen Instanton und Antiinstanton ausgetauschten Impulses
k' = p1 + ps — ¢’ mit k' = 0 auszuwerten. Dies ist mdglich, solange M = k'? # 0 gilt. Im
Limes M — 0 strebt der Prozess dabei gegen den Sonderfall des einfachsten Prozesses,
welcher bereits in Kapitel 3 ausgiebig diskutiert wurde. Im Schwerpunktsystem vereinfacht
sich der erste Term des effektiven Exponenten (4.32) zu

(p1+p2— ) R"=" MR, (4.34)
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4.2 Sattelpunktsndherung

Dessen iibrige Terme hédngen nur noch ausschliefllich vom konformen Parameter & und
somit von R? ab. Es stellt sich heraus (hier ohne Herleitung), dass die zugehérigen Sat-

telpunktsgleichungen
or

OR;
eindeutig durch R=0 gelost werden und der entsprechende Anteil des Sattelpunktsinte-
grals faktorisiert [37].

Die Sattelpunktslosung Ry, = 0 im Schwerpunktssystem &’ = 0 bedeutet ferner, dass

die Vektoren R und k&’ im Sattelpunkt parallel zueinander ausgerichtet sind und demnach
der normierte Abstandsvektor sich durch

R_ K
VR T

ausdriicken lasst, so dass sich die Faktoren in der Vorwartsstreuamplitude fiir die externen
Teilchen entsprechend durch Impulse ausdriicken lassen.

0 (4.35)

(4.36)

4.2.2 Sattelpunktslosung

Nach diesen Vorbemerkungen kann nun die eigentliche Sattelpunktsintegration zur Be-
stimmung der Vorwértsstreuamplitude

o 9\ 12
T(II)(pl>p27 _q/)‘ i d2 (_ﬂ-> (E Q )
M Qg 2

[W_?’ u12:| [13 75/2 ] |:(27T)2 S_MIQ_Q/Q}
Qs M2 Qg M2 M’

_ . _ - 1 a; 6 /2 B _
[0 [ [ar [amm el o= (g ) 0 @)

angegangen werden. Dabei wurden in Gl. (4.37) die Valley-Wechselwirkung durch die
Valley-Wirkung via QUD = SUD _ 1 ersetzt und die Quadratwurzeln /—q2 + ic = iQ
und /—q? — ie = —iQ entsprechend ihrer Phase ausgewertet. Ferner seien s = (p; + ps)?,
t'=(p1 — ¢')? und v/ = (py — ¢')? die Mandelstamvariablen des betrachteten Prozesses.

Es gilt nun den Sattelpunkt der verbleibenden kollektiven Koordinaten p, p und R, fiir
den effektiven Exponenten

_ , _ 47 _ i _
T = —iM'Ro +iQ (p = p) + | — = oA ln (pppi7) | SUD() + Aan (pppiy)
(4.38)
Feff’DIS = _Z-\/?R(] -+ Q (p + ﬁ) + ... (439)
im Schwerpunktsystem von k' = p; + ps — ¢’ mit Hilfe der Sattelpunktsgleichungen
0 B -
a_c Feff(Csp) = 07 CZ € {p7 P, R07 R} (440)
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Inklusives: Uber den Sattelpunkt

zu bestimmen, wobei R hier der Vollstandigkeit halber mit aufgefiihrt wurde.

Bis auf die kinematische Interpretation der Skalen M’ und () ist der effektive Exponent
dabei absolut identisch zu seinem Pendant (4.39) aus der tief-inelastischen Streuung aus
Ref. [37] — mit einer wesentlichen Ausnahme, worauf im Folgenden einzugehen sein wird.

Qualitative Analyse fiir R,

Zunéchst ist festzuhalten, dass ebenso wie im tief-inelastischen Fall der Vorfaktor des
ersten Terms —iM'R, im Exponenten (4.38) imaginér ist, wodurch der Sattelpunkt in
Ry auf die negative imaginidre Halbachse entfillt und demnach nicht auf dessen Inte-
grationskontur liegt [37]. Um den Sattelpunkt trotzdem als Entwicklungspunkt fiir die
Approximation der Integration nutzen zu konnen, ist der Integrationsverlauf dahingehend
zu deformieren, dass dieser durch den Sattelpunkt verlauft. Hiebei ist darauf zu achten,
dass der Imaginarteil des effektiven Exponenten entlang des deformierten Verlaufes durch
den Sattelpunkt konstant bleibt, was im vorliegenden Fall effektiv durch eine Wickrotation
zu

Ro — —iR4 (441)

erreicht werden kann.

Qualitative Analyse fiir p und p

Fiir die beiden Instantongréfien p und p unterscheidet sich die vorliegende Situation da-
gegen zum tief-inelastischen Fall wesentlich. Der entsprechende Term +i@ (p — p) im Ex-
ponenten (4.38) hat nun ebenfalls einen imaginidren Vorfaktor i), wobei die beiden ps
mit unterschiedlichen Vorzeichen eingehen. Dieser Unterschied kommt unmittelbar durch
die Zeitartigkeit des Impulses ¢ und der damit einhergehenden Phase der Quadratwurzel
/—q¢* +ic = +iQ) bzw. \/—q¢*> —ic = —i( zustande. Da im tief-inelastischen Fall der
entsprechende Impuls ¢’ raumartig ist, fallt die entsprechende Quadratwurzel dort reell
aus und somit auch der zu p und p jeweils gehorende Vorfaktor. Bedingt durch die un-
terschiedliche Phase der beiden Quadratwurzeln ist der Vorfaktor von p nun zudem der
negative von p.

Ohne hierauf nun im Detail eingehen zu wollen, findet man fiir p, wie zuvor auch fiir
Ry, einen Sattelpunkt auf der negativen imaginédren Halbachse und fiir p den entsprechend
komplexkonjugierten Punkt, also p = —p im Sattelpunkt. Um auch fiir diese Variablen
den Integrationsverlauf iiber den Sattelpunkt zu fiithren, ist also auch dieser entsprechend
zu deformieren, was sich in der Ndhe des Sattelpunktes effektiv durch die analytische
Fortsetzung

p— —ip p— +ip (4.42)

erreichen lédsst. Diese verlauft dabei so, dass beide Faktoren iQp — Qp und —iQp — Qp
die gleiche Phase arg(Qp) = arg(Qp) = 0 erhalten, sowie die Phase von pp — pp € R
konstant bleibt. Der Sattelpunkt fiir p und p ist zudem fiir beide nach der Fortsetzung
identisch.
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4.2 Sattelpunktsndherung

Die dargelegte Situation verhilt sich im Ubrigen vollig analog zur p-Integration beim
einfachsten Prozess (vergl. Diskussion in Abschnitt 3.1.3), bei dem das Integral nach der
Wickrotation zur Minkowskimetrik durch p — —ip analytisch fortzusetzen war. Insofern
verwundert es in keinster Weise, dass der Sattelpunkt, der den Hauptbeitrag zum Integral
liefert, fiir p nun auf der imaginéren Achse liegt. Der Umstand, dass die Fortsetzung fiir p
in entgegengesetzte Richtung zu der von p durchzufiihren ist, erklért sich dadurch, dass p
letztlich {iber die komplex Konjugierte der Streuamplitude in die Forwértsstreuamplitude
eingeht.

Analytisch fortgesetztes Sattelpunktsproblem

Nach der analytischen Fortsetzung des Integrationsverlaufes der verbleibenden kollektiven
Koordinaten ergibt sich der effektive Exponent zu

4 —
Lop = =M'Ru+Q(p+7) + | = = Boldin (pprsZ) | SUV() + Aoln (ppu?)  (443)

S

Feff|DIS - _\/;R4+Ql (p+ﬁ> +7 (444)

ferner setzt sich der konforme Parameter im zeitartigen Fall in der Ndhe des Sattelpunktes
au R2_ 2 _ 2
— P =P
pp
fort. Als Zwischenlosung des Sattelpunktes erhélt man fiir die kollektiven Koordinaten
zudem

¢ (4.45)

Psp = Psp Ry, = iRosp = Rasp = psp/Esp + 2 Ry, =0. (4.46)

Die Sattelpunktsform des konformen Parameters

2

R;" — 2 zeitartig (LHC)
sp

ésp = R (447)
2 + 2 raumartig (DIS)

2
Psp

wird sich dabei als Ursache fiir wesentliche Merkmale des hier betrachteten zeitartigen
Falles im Vergleich zu dem in tief-inelastischer Streuung herausstellen.

Bis auf den vom raumartigen Fall abweichenden Zusammenhang aus Gl. (4.47) zwi-
schen dem konformen Parameter { und den Sattelpunkten R, und pg, der kollektiven
Koordinaten und die abweichende Bedeutung von M’ im Zeitartigen zu /s’ im Raumar-
tigen,* ist der effektive Exponent (4.43) nun formal absolut identisch zu seinem Pendant
in tief-inelastsicher Streuung. Das hier diskutierte zeitartige Problem konnte somit auf das
entsprechende raumartige Problem zuriickgefiihrt werden. Das weitere formale Vorgehen
kann also prinzipiell aus Ref. [37] iibernommen werden.

4In der raumartigen Problemstellung in tief-inelastischer eP-Streuung ist v/'s’ die Schwerpunktsenergie
des Subprozesses.

79



Inklusives: Uber den Sattelpunkt

Geht man von den Losungen (4.46) aus, so reduziert sich das Sattelpunktsproblem
effektiv auf die beiden Gleichungen

1 _

5 M oy = Qpap + BoASUD(E) — Ag =0 (4.48)
1 R [4Arx y
g MRy ——5* (— ~ ol In (pipﬂ%’)) SUD (&) = 0. (4.49)
sp s

Zu deren Losung bietet es sich noch an, Ry, iiber dessen Sattelpunktsform aus Gl. (4.46)
durch den konformen Parameter {, auszudriicken, so dass sich die beiden Gleichungen

P Q _ ﬁOAIS(H) (gsp) - A2
P 117 /&, +2

0= % ot <4_7T = 260A1In (pspQﬁ)) S () (4.51)

Vésp 2 s

ergeben. Hierbei wurde ferner die Skalierungsvariable

(4.50)

M’
T=— 4.52
0 (4.52)

eingefiihrt, sowie die Renormierungsskala durch
e = KQ (4.53)

ausgedriickt. Durch Einsetzen der ersten in die zweite Gleichung erhélt man schliellich
die Bestimmungsgleichung fiir den konformen Parameter {,, deren Losung nur noch von
der Wahl der kinematischen Variablen 7 und () sowie von x abhéngt.

Fiir gegebenes @ lassen sich die beiden Gleichungen (4.50) und (4.51) nun leicht nume-
risch 16sen (s. folgender Abschnitt), so dass sich der Imaginéranteil der Vorwiértsstreuam-
plitude entsprechend berechnen léasst. Hierbei stellt sich heraus, dass die Wahl der Renor-
mierungsskala quasi keinerlei Auswirkungen auf die Sattelpunktslosung hat, so lange diese
nicht zu viele Grossenordnungen von () entfernt ist bzw. noch hinreichend grofl gegeniiber
der QCD-Skala Agcp liegt. Bei der Losung bietet sich fiir die Valley-Wechselwirkung ferner
die Approximation [106]

SUN ~ 1 — LQ (4.54)
(€+3)
an, die fiir weite Bereiche eine exzellente Nidherung darstellt, wie Abbildung 4.3 zu ent-
nehmen ist.
Fiir die Auswertung des Sattelpunktsintegrals ist noch die Hessematrix

or
RO a?“ 0 0 0 0
0 9R,0%s fg 0 0 0
0 0 TR 0 0 0
H = 0 0 8R369R3 ar or or (4.55)
OR40R4 OR40p OR40p
0 0 0 i R
OR40p Bgdp 0pdp
0 0 0 or T or

OR40p  0pdp  Opop
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15

Abbildung 4.3: Approximierte Valley-Wirkung (4.54) und deren
Verhéltnis zur exakten Valley-Wirkung (gestrichelt).

zu bestimmen, deren Eintrége sich im Sattelpunkt zu

or M
OROR; R,
or M R2, gun”
— = 142 2p —
8R48R4 Rsp psp S(II)
or _or M RS\ onGSUY Ry, L
OR0p ORI poy P2 Sl 2 P (4.56)
2N
or _or M (1R, S 1By ) 1R ) | yp gsen B
dpdp  0pdp Ry, \ 2 pi, SUD" 2 p2) T Psp 4
ar M’ [1R: sun" 1R I R?
3,08p Rsp 2 psp S(II) 2 psp Sp
ergegeben. Ferner erhélt man fiir die Eigenwerte der Hessematrix schliellich
M’ Q T
A =A== = — (4.57)
Rsp psp \/ gsp _I_ 2
M’ Vép+2—2
e LM @ Ve ! (4.58)
Psp Rsp Psp \/ fsp + 2
TQ? T 7/ o5+ 2 =/
Ashg = e 40 Bor/Ep + 579 gun’ _ 8A2 35 R

P2/ Esp + 2 P2 pe @

T7Q? qun”
— m ( _(ésp + 2) S(ID/ - 1}) (2 — T\/@)j (459)

>0 >0

N

(& -~
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Inklusives: Uber den Sattelpunkt

wobei die einzelne Angabe von \; und \g an dieser Stelle zu umfangreich ausfallen wiirde.
Bis auf das Produkt von As\g sind sédmtliche Eigenwerte positiv, so dass die Hessede-
terminante det H = [, \; insgesamt negativ ausféllt. Dies fiihrt schlieflich zu einem
nichtverschwindenden Imaginérteil der Vorwértsstreuamplitude.

Abschlieflend sei an dieser Stelle noch die durch die Sattelpunktsnédherung bestimmte
Vorwiértsstreuamplitude in Minkowki-Metrik angegeben

12 7/2
T(m(pl o, —q) 7 i & (2_7T> pgp 1 (Ozs 6 ) (27)3 exp (—Tegt)
Y o *? 9

S v \dre, sul) —det(H)
T a3 u? 13 2 by 8 — M? — Q/Q
wobei der effektive Exponent im Sattelpunkt durch
47 7
Fsattel = |:_ - ﬁOAI [hl (pzpﬂz) - 2}:| S(H) + AQ [111 (pgpuf) — 2} (461)

gegeben ist. Fiir die weitere Auswertung sind dabei fiir p und £ in sdmtlichen Termen
deren Sattelpunktswerte einzusetzen.

4.2.3 Vergleich zwischen zeitartiger und raumartiger Losung

Obwohl nach der analytischen Fortsetzung (4.41) und (4.42) der effektive Exponent (4.43),
sowie die resultierenden Sattelpunktsgleichungen (4.48) und (4.49) ihrer Form nach schein-
bar identisch zu ihrem Pendant aus der tief-inelastischen Streuung sind, so besteht den-
noch ein feiner aber wesentlicher Unterschied. Dieser liegt im jeweils verschiedenen Bezug
des konformen Parameters £ zur Instantongréfie p und dem Abstand R4, welcher fiir die
beiden Fille im jeweiligen Sattelpunkt durch

Ry, | Ve T2 B2 zeitartig (LHC) o
® _ p=4 4.62
Pep §sp — 2 f;p +2 raumartig (DIS)

gegeben ist. Die unmittelbare Ursache fiir diesen Unterschied ist die wegen der zeitartigen
Impulse notwendig gewordene zusétzliche analytische Fortsetzung von p und p, die im tief-
inelastischen Fall wegen der dort auftretenden raumartigen Virtualitét nicht erforderlich
ist.

Aus der unterschiedlichen Definition von £ ergeben sich einige Konsequenzen, die sich
zunéchst am leichtesten auf dem Niveau der Sattelpunktslésung in Nullschleifenndherung
erschlieen. Wie sich leicht aus den Sattelpunktsgleichungen ablesen lasst, ist der Sattel-
punkt in € fiir zeit- und raumartige Kinematik fiir & — oo durch

Qs

T

§o = (4.63)

5+2, 7= g, raumartig (DIS)

4 -2 7= %/, zeitartig (LHC)
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4.2 Sattelpunktsndherung

gegeben. Die verschiedene Definition von 7 kommt dabei von der unterschiedlichen ki-
nematischen Situation, die durch die Verwendung der 3 — 3 Vorwértsstreuamplitude
fiir den Einteilchen-inklusiven Wirkungsquerschnitt im hiesigen Fall anstelle der 2 — 2
Vorwiartsstreuamplitude fiir den inklusiven Wirkungsquerschnitt im tief-inelastischen Fall
herriihrt.

Bezug zur Sphaleron-Masse

Wie bereits in Kapitel 2 angesprochen wurde, geht aus diversen Untersuchungen [33,42,
44, 50,93-95, 97] hervor, dass die Valley-Wirkung nur in etwa bis zu einem Wert von
SUD ~ 1 giiltig sein sollte, was sich etwa bei { &~ 3 einstellt. Diese ,weiche* Schwelle
steht in engem Zusammenhang mit der Sphaleronmasse, deren Wert von der Energie des
Instanton-Prozesses nicht wesentlich iiberschritten werden sollte, wenn man Instanton-
Storungsrechnung betreibt [14,19,33,50,107]. Interessant ist nun, dass im betrachteten Fall
des Einteilchen-inklusiven Prozesses, welcher durch die Vorwiértsstreuung dreier Teilchen
beschrieben wird, der Antwortmasse M’ zur Virtualitit Q" die Rolle der Prozess-Energie
zukommt. Somit stellt sich die Frage, die bislang noch nicht zur vollen Zufriedenheit
beantwortet werden konnte: Welche Bedeutung hat die Sphaleronmasse in diesem Fall
noch fiir die eigentliche Schwerpunktsenergie /s.

Oszillierende Valley-Wirkung

Im betrachteten zeitartigen Fall tritt noch eine weitere Schwelle auf:
M = Q. (4.64)

Fiir kleinere M" ist & > 2 (vergl. (4.63)) und die Valley-Wirkung reell, was im raumartigen
Fall bereits den gesamten Wertebereich von & ausmacht, da 4/7% > 0. Es stellt sich nun
die Frage: Was passiert fir M’ > Q 7

Zunéchst wiirde der konforme Parameter im Sattelpunkt £, < 2 werden, was im raum-
artigen Fall nicht mdoglich ist, so dass die Valley-Wirkung und damit auch der effektive
Exponent komplexe Werte annehmen wiirden. Zur exponentiellen Unterdriickung des Wir-
kungsquerschnittes kdmen also Oszillationen hinzu, die zu interessanten Effekten fiihren
konnten.%® Andererseits ist die Valley-Wirkung selbst nur fiir £ > 3 giiltig, so dass kei-
ne strenge Aussage iiber diese Region getroffen werden kann. Zumindest sollte sich bei
Uberschreiten dieser Schwelle die Instanton-Physik qualitativ erheblich von derjenigen fiir
kleinere M’ unterscheiden.

Insbesondere stellt sich die Frage, inwiefern sich der Bereich des verdiinnten Instanton-
Gases, d.h. fiir £ — oo, auf den Bereich fiir £ — —2 abbilden und inwiefern sich dieser
Bereich ebenfalls mit Hilfe der Instanton-Stérungstheorie behandeln ldsst. Hierbei sollte
der Skaleninvertierung 7 — 1/7 eine besondere Rolle zukommen, wobei besonders der Be-
zug zur konformen Inversion damit zusammenhéngend der Spiegelung der Instantongrofie

®Man vergleiche hierzu auch Ref. [50]
SEine mogliche Anwendung wiire eventuell die Messung der Instantongréfie anhand der Periode der
Ostzillations des Wirkungsquerschnittes.
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p — p3/p an einer Skala p, als interessant erscheint [45, 63, 64]. Desweiteren konnte sich
alternativ zu £ noch der Parameter \, mit

1
E=A+<

X (4.65)

als hilfreich erweisen.

Numerische Losung

Die numerische Losung der Sattelpunktsgleichung von ¢ ist in Abbildung (4.4) (a) in
Abhéngigkeit von 7 fiir den zeit- und raumartigen Fall wiedergegeben. Dabei wird die
Sattelpunktskoordinate in Null-, Ein- und Zweischleifen-Renormierungsgruppeninvarianz
angegeben. Die ersten Korrekturen zur Nullschleifen-Losung (4.63) sind noch relativ grof,
sie scheinen allerdings mit der Zweischleifen-Losung recht schnell zu konvergieren. Dies
wird auch dadurch bestétigt, dass die Einschleifen-Losung unter Verwendung der Zwei-
schleifenform von ag, nach wie vor aber mit A; = 1 und Ay = 0 (hier jedoch nicht ab-
gebildet), kaum noch von der Zweischleifen-Losung zu unterscheiden ist. Weiterhin wird
deutlich, dass die Sattelpunktslosung in ¢ als Funktion von 7 im zeit- und raumartigen
Fall stark voneinander abweichen. Dies ist dem unterschiedlichen Definitionsbereich in
7, welcher durch die Schwelle bei 7 = 1 im Zeitartigen zustande kommt, zuzuschreiben.

107\ T 8
[\ 8 ] ! 6
n e
N & B &
NQ(IJ 6 — C\IQJ:
I AL
5 ar 1 8
vy r vy
2
2? 7
ol v v ] o \ I B
0 0.5 1 1.5 2 0 0.2 0.4 0.6 0.8
M’ Vs ) 1

Abbildung 4.4: Sattelpunktslosung fiir £ in Nullschleifen- (gestrichelt), Einschleifen- (gepunkt-
gestrichelt) und Zweischleifen-Renormierungsgruppeninvarianz (durchgezogen).

(a) Der Graph zur Linken zeigt die numerische Losung der Sattelpunktsgleichung fiir £ als Funk-
tion von 7, bei Q = Myy. Die schwarzen Linien beziehen sich dabei auf den Prozess mit zeitartiger
und die grauen auf den entsprechenden Prozess mit raumartiger Virtaulitat.

(b) Rechts sind dieselben Losungen iiber 2/ = 1 — 72 im zeitartigen bzw. 2/ = 1/(7% + 1) im

raumartigen Fall aufgetragen. In Nullschleifennéiherung sind diese in beiden Féllen identisch,
wéhrend sie in Zweischleifenndherung nur leicht voneinander abweichen.
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4.2 Sattelpunktsndherung

Zur weiteren Verwendung lasst sich die Sattelpunktslosung schliefllich noch im relevanten
Bereich, also fiir nicht zu kleine 7, sehr gut durch eine Potenzreihe in 7 beschreiben.

Da sich die Bedeutung der Skalierungsvariable 7 im zeitartigen und raumartigen Fall
stark unterscheidet, erscheint es angebracht, jeweils neue Skalierungsvariablen einzufiih-
ren, die den selben Definitionsbereich abdecken und als deren Funktion die jeweiligen
Sattelpunktslosungen von ¢ sich moglichst dhneln. Im raumartigen Fall ist es iiblich, die
Skalierungsvariable ' = % € [0, 1] zu verwenden. Es zeigt sich, dass die Sattelpunkt-
slosung fiir den zeitartigen Fall als Funktion von

=1-7% ¢<]0,1] (4.66)

in Null-Schleifen-Naherung
1

1—2a

£ = —2 (4.67)

analytisch identisch mit der entsprechenden Sattelpunktslosung im raumartigen Fall ist.
Bei der Beriicksichtigung der Renormierungseffekte weichen beide Sattelpunkte nur sehr
leicht voneinander ab, wie Abbildung 4.4 (b) zu entnehmen ist. Im Folgenden werde also
mittels Gl. (4.66) die zeitartige Version von x’ definiert.” Zusammenfassend findet man
schlief3lich M’

—=1-7, €[0,1]  zeitartig (LHC)

\/_ =1 / raumartig (DIS).

4.2.4 Wirkungsquerschnitte

(4.68)

Bevor nun die Vorwértsstreuamplitude als Funktion der kinematischen Variablen be-
stimmt werden kann, ist noch die Renormierungsskala p, geeignet zu wihlen.

Setzt man entsprechend Gl. (4.53) p, = k @, so ist die Abhéngigkeit des differentiellen
Wirkungsquerschnitts dé,,/dM’ des Subprozesses von &, bei gegebener Schwerpunktsener-
gie v/s und externer Skala @, sowie fiir M" = @)/2, in Ein- und Zweischleifenapproximation
in Abbildung 4.5 (a) wiedergegeben. Wie sich herausstellt, ist die Beschreibung in Ein-
schleifengenauigkeit zur Bestimmung einer geeigneten Renormierungsskala p, ungeeignet
und ein Bereich mit lokaler Unabhéngigkeit nicht gegeben. Die Situation verbessert sich
erheblich in Zweischleifengenauigkeit, bei der fiir etwa £ ~ 0.1 der Wirkungsquerschnitt
sein lokales Minimum annimmt. Dieses Verhalten deckt sich sehr gut mit demjenigen in
tief-inelastischer Streuung, wie ein Vergleich mit Ref. [37] zeigt. Es bleibt noch festzuhal-
ten, dass die genaue Lage des Minimums leicht von 7 = M’/Q abhéngt. Da die genaue
Bestimmung einer idealen Wahl fiir x bei der hiesigen Untersuchung zweitrangig ist, soll
hierauf der Einfachheit halber verzichtet werden.

Nach der Wahl der Renormierungsskala zu

=k Q, k=01, (4.69)

"Es sei angemerkt, dass =’ kinematisch betrachtet durchaus auch negative Werte annehmen kann, wobei
fiir diese allerdings £ < 2 und somit die Valley-Wirkung komplex werden wiirde.
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Abbildung 4.5: Differentieller Wirkungsquerschnitt des virtuellen Subprozesses g+ g EN TF+X:

(a) Der Graph zur Linken zeigt die Abhéngigkeit des Wirkungsquerschnittes fiir den Subpro-
zess von der Wahl der Renormierungsskala bei M’ = 0.5 Q. Die gestrichelte Linie gibt dabei die
Abhéngigkeit in Einschleifenapproximation, die durchgezogene in Zweischleifenniherung wieder.

(b) Rechts ist die 7 = M'/Q-Verteilung des virtuellen Subprozesses bei einer internen virtuellen
Masse von @' = 1.5 @ dargestellt. Der Wirkungsquerschnitt wurde fiir verschiedenen Schwer-
punktsenergien aufgetragen.

konnen nun Wirkungsquerschnitte fiir den Subprozess und hierauf aufbauend die des
vollstédndigen Prozesses angegeben werden.
Zunéchst soll der differentielle Wirkungsquerschnitt
dély 1 QM /
t/

¢t

(1T
dr (2m)? 2s? s (T( )> ’ (4.70)

mit den kinematischen Grenzen fiir den Impulsiibertrag
1
v = (@2 + M? = s VA5, Q7 7)), (4.71)

fiir den Subprozess bestimmt werden. Sein Verlauf in Abhéngigkeit von M’/() ist in Abbil-
dung 4.5 (b) fiir verschiedene Schwerpunktsenergien /s dargestellt. Fiir die externe Skala
( wurde die Masse des W-Bosons gewahlt, fiir die Masse des virtuellen Quarks Q" = 1.5 Q.
Fiir eine Schwerpunktsenergie von /s = 2 @ lisst sich sehr schon beobachten, wie der Wir-
kungsquerschnitt bis zur Schwelle M’ = ()/2 ansteigt und dann rapide zusammenbricht,
da der Prozess kinematisch nur fiir Q' + M’ < /s stattfinden kann. Weiterhin ist zu
beobachten, dass der Wirkungsquerschnitt erwartungsgeméf mit ansteigendem M’ — @
monoton ansteigt. Ebenso wéchst dieser mit ansteigender Schwerpunktsenergie.

Der Verlauf des Wirkungsquerschnittes in Abbildung 4.5 (b) mit seinem extrem starken
Anstieg bei zunehmendem 7 = M’/(Q ldsst natiirlich sofort die Frage aufkommen, bis zu
welchem 7 und bis zu welcher Schwerpunktsenergie dieser giiltig ist. Durch einen Vergleich
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4.2 Sattelpunktsndherung

iber den Sattelpunkt &, mit einem angenommenen erlaubten Bereich von &, 2 3 wiirde
sich der Giiltigkeitsbereich fiir 7 zundchst auf etwa 7 < 0.8 ergeben (vergl. Abbildung 4.4).
Der dafiir resultierende Wirkungsquerschnitt erscheint jedoch als viel zu grof3, als dass
man dessen Giiltigkeit akzeptieren kann. Diese Begrenzung des Giiltigkeitsbereiches der
Valley-Wirkung wurde allerdings fiir die tief-inelastische Streuung bestimmt [42]. Gleiches
gilt fiir die Begrenzung durch die Sphaleronenmasse (1.14) M, ~ Q. Es ist also eher
anzunehmen, dass durch die verdnderte kinematische Situation gerade diese Begrenzungen
zu modifizieren sind, 7 also deutlich kleiner als 0.8 sein sollte (siehe Diskussion in Abschnitt
4.3).

Nach dieser ersten Einordnung des Wirkungsquerschnitt fiir den virtuellen Subprozesses
ist vor allem die Einbeziehung des Zerfalls des virtuellen Quarks unter Emission eines -
Bosons von Interesse. Hierzu werde der in Abschnitt 3.4 bestimmte Zerfallsfaktor P aus
GL (3.97) herangezogen so dass man zunéchst

daéé) 2 p(I) 2Q) d‘}é?

drdQ)’ Q? dr

erhilt. Der explizite Verlauf entlang Q' bzw. Q' ist nicht weiter {iberraschend und liefert

keine wesentliche Erkenntnis. Er ist vergleichbar mit seinem Pendant fiir den einfachsten

Prozess (man vergl. Abbildung 3.4, wobei sich natiirlich die nichtverschwindende Masse

M’ nun bei kleineren Schwerpunktsenergien entsprechend verzerrend auswirkt).
Interessanter ist hingegen der Verlauf des differentiellen Wirkungsquerschnittes

0 Q? dr’ Coda! o0v/1—a/ dr’ '

ar I
welche in Abbildung 4.6 (a) und (b) dargestellt sind. Qualitativ ist die 7-Verteilung des
vollstédndigen Prozesses vergleichbar mit der des Subprozesses aus Gl. (4.70). Da @’ nun
nicht langer eine feste Variable ist, sondern ausintegriert wurde, entfillt das entsprechen-
de Abknicken an der nicht mehr vorhandenen Phasenraumschwelle bei niedriger Schwer-
punktsenergie. Quantitativ wird der Wirkungsquerschnitt fiir /s = 3 @Q um ca. drei
Groflenordnungen vermindert.® Dies dndert allerdings nichts an der allgemeinen Situati-
on, dass der Wirkungsquerschnitt fiir grofie 7 bzw. kleine 2’ fiir die bisher angenommenen
Grenzen sehr grof3 ausfallt.
SchlieBlich sei noch der integrierte Wirkungsquerschnitt

Tmax (]) 1 (I)
oD = / ar L0 _ / dg’ 379 (4.74)
0 dr o da’

min

fiir den Instanton-induzierten gg-Streuprozesses angegeben. Neben der durch die Masse
des W-Bosons vorgegebenen Impulsskala () héngt dieser noch von den Integrationsgrenzen

8Fiir diese Schwerpunktsenergie liegt das Maximum des differentiellen Wirkungsquerschnittes fiir den
vollen Prozess etwa bei Q' = 1.5 Q. Bei anderen Energien wandert das Maximum entsprechend leicht
zu groflerem oder kleinerem Verhiltnis von Q'/Q, was sich auf die Skalierung auswirkt.
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Abbildung 4.6:

Differentieller Wirkungsquerschnitt fiir den vollen Prozess g +¢g — ¢+ X, ¢ — W +¢'":

(a) Der Graph zur Linken zeigt die 7-Verteilung fiir den inklusiven Instanton-induzierten gg-
Prozess unter Emission eines W-Bosons, wobei iiber die interne Virtualitéit Q' integriert wurde.
Der Wirkungsquerschnitt wurde fiir verschiedene Schwerpunktsenergien aufgetragen.

(b) Rechts ist die entsprechende z/-Verteilung desselben Prozesses wiedergegeben. Man sieht hier-
bei sehr deutlich die exponentielle Abhéngigkeit des Wirkungsquerschnittes, wobei die Abhéngig-
keit von der Schwerpunktsenergie offensichtlich in sehr guter Naherung faktorisiert.
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Abbildung 4.7: Integrierter Wirkungsquerschnitt ¢+ g9 — ¢+ X, ¢ — W +¢'":

(a) Zur Linken ist der integrierte Wirkungsquerschnitt des Instanton-induzierten gg-Prozesses
mit Emission eines W-Bosons in Abhéingigkeit des Abschneideparameters max aufgetragen. Die
Abbildung zeigt den Verlauf fiir verschiedene Schwerpunktsenergien.

(b) Die rechte Abbildung zeigt den entsprechenden Wirkungsquerschnitt als Funktion der unte-
ren Integrationsgrenze x, ; fiir verschiedene Schwerpunktsenergien. Die exponentielle Abhéingig-
keit des differentiellen Wirkungsquerschnittes von 2’ findet sich auch hier wieder.
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Tmax Dzw. entsprechend /. . sowie von der gg-Schwerpunktsenergie /s ab. Die zugehori-

gen Verteilungen sind in Abbildung 4.7 zu finden. Zunéchst ist festzuhalten, dass sich
die starke Abhéngigkeit des Wirkungsquerschnittes von 7 auf dessen Integrationsgrenze
iibertragt, so dass der Wirkungsquerschnitt extrem sensitiv auf die genaue Wahl dieses

Abschneideparameters reagiert. Durch die Verwendung von z/, = 1 — 72__ als Skalie-

min
rungsvariable verbessert sich diese Situation etwas. Wie bereits vor der z/-Integration
hiangt der totale Wirkungsquerschnitt nun exponentiell von der Integrationsgrenze z/ ..
ab. Es bleibt also zunéchst die Frage, wie grof§ /. maximal sein darf und fiir welche

Schwerpunktsenergie die Instanton-Storungsrechnung anwendbar ist.

4.3 Diskussion

Nachdem die verschiedenen Wirkungsquerchnitte fiir den Instanton-induzierte gg-Streu-
prozess unter Emission eines W-Bosons vorgestellt wurden, soll in diesem abschlieBenden
Abschnitt ein zum tief-inelastischen Fall vergleichendes Resumee gezogen werden. Hierbei
ist zunéchst festzustellen, dass, bedingt durch das zusétzliche Gluon und die Verlagerung
des virtuellen Quarks in den Endzustand des Subprozesses, die Wahl der Schwerpunkts-
energie /s kinematisch weitestgehend unabhéngig von der Wahl von 7 oder 2’ bzw. deren
jeweilige Integrationsgrenze 7. bzw. x! . ist. Wie bereits in Abschnitt 4.2.3 diskutiert
wurde, héngen im tief-inelastischen Fall hingegen 2’ und s (als tief-inelastisches Pendant
zu M'?) unmittelbar voneinander ab. Dies macht einen quantitativen Vergleich der beiden
Félle nicht ganz einfach.

Um in beiden Féllen von moglichst vergleichbaren Situationen ausgehen zu konnen,
werden als Referenz im Zeitartigen der differentielle Wirkungsquerschnitt daéé) /dz’ des
vollen Prozesses bei einer Schwerpunktsenergie von /s = 2 @ und im Raumartigen der
totale Wirkungsquerschnittes des ¢*g-Subprozesses herangezogen. Letzterer wurde Ref.
[43], Fig. 2. entnommen und ist in Kapitel 2, Abbildung 2.4 (a) zu finden.

Ein erster Vergleich zeigt, dass auch der raumartige Referenzprozess exponentiell mit
abfallendem 2’ ansteigt. Ein abfallendes 2’ bedeuten dabei in beiden Fillen einen Anstieg
der Instantongrofle p. Die hoch sensitive Abhéngigkeit von z’ bzw. nach dessen Integra-
tion von x;, ist also keine Besonderheit des hier untersuchten zeitartigen Prozesses. Sie
entspricht vielmehr dem typischen Infrarotverhalten zu grofien p fiir Instanton-induzierte
Prozesse. Es stammt letztlich von der Aufhebung der exponentiellen Unterdriickung durch
die Valley-Wirkung, die bei festem R mit zunehmendem p in Bereiche grofler Wechsel-
wirkungen zwischen Instanton und Antiinstanton getrieben wird. Ein genauerer Vergleich
beider Prozesse bringt zudem zweierlei hervor:

(i) Der Gradient des Wirkungsquerschnittes in 2’ bei logarithmischer Skala ist im zeitar-
tigen Fall deutlich steiler als im raumartigen. So féllt dieser von ' = 0.4 auf 2’ = 0.5

im Zeitartigen um einen Faktor von etwa 2.5 starker ab als im Raumartigen.

(ii) Obwohl beide Prozesse bei sehr unterschiedlichen Impulsskalen betrachtet werden,
im zeitartigen Fall bei ) = My und im raumartigen bei Q' ~ 10 GeV, ist die
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Grofle des jeweiligen Wirkungsquerschnittes in beiden Féllen mit ca. 10°...107 pb
bei kleinem 2’ von vergleichbarer Grofle.

Die hohere Sensitivitéit des hier untersuchten Wirkungsquerschnittes beziiglich 2’ 14sst
sich dabei sofort durch die stark unterschiedlichen Massenskalen erklaren. Der exponenti-
elle Faktor exp(—Teg) des Wirkungsquerschnittes hingt im effektiven Exponenten

T = —41(1 +0(0)) Fil®) (4.75)

aS

direkt von a~! ab, was bei den beiden unterschiedlichen Skalen mehr als einen Faktor
von Zwei ausmacht. Dies fiihrt unmittelbar zu einer stirkeren exponentiellen Abhéngig-
keit des Wirkungsquerschnittes von der Valley-Wirkung F, = 1 + QUD_ Die stirkere
x’-Abhéngigkeit im untersuchten Fall ist somit nicht auf die zeitartige Kinematik zuriick-
zufithren. Das groflere a, bei @ ~ 10 GeV fiihrt ferner dazu, dass die Korrekturterme im
effektiven Exponenten mehr Relevanz gewinnen und die exponentielle Abhéngigkeit von
2’ mehr storen als bei Q@ ~ My .

Weitaus weniger plausibel erscheint hingegen der grofle Wirkungsquerschnitt des zeitar-
tigen Prozesses. Wegen der gréfleren Massenskala wiirde man fiir diesen zunéchst eine er-
hebliche Unterdriickung durch den effektiven Exponenten erwarten. Das zusétzliche Gluon
im zeitartigen Fall hebt diesen zwar um einen Faktor 7®/a, gegeniiber dem raumartigen
an, dies erscheint aber nicht als ausreichend, um die beobachtete Griéfle des Wirkungs-
querschnittes zu erkldaren. Geht man davon aus, dass die Hohe des Wirkungsquerschnittes
im Wesentlichen durch das Sattelpunktsintegral bestimmt wird und die kinematischen
Vorfaktoren sich in beiden Fallen vergleichsweise dhnlich auswirken, so sollte eine Unter-
suchung des reinen Sattelpunktsintegrals bei zeit- und raumartiger Kinematik hieriiber
weiteren Aufschlufl geben.

Zu diesem Zweck werden die dimensionslosen Sattelpunktsintegrale

719/2 16 ,—I'raum 3 719/2 6 —Dzeit
Iraum = as Q ‘ Izeit = 7T_ as Q ¢ (476)
—det (Hraum) Qs — det (Hzeit)

definiert. Um die Auswirkung der Renormierungseffekte hinreichend zu beriicksichtigen
wurden die jeweiligen Potenzen von a, mit einbezogen, wobei der zusitzliche Faktor 72 /a
im zeitartigen Fall vom dort zusétzlich auftretenden Gluon stammt.

Die beiden Sattelpunktsintegrale sind bei festem 2" in Abbildung 4.8 iiber Q € {Q, Q'}
aufgetragen. Wie man sieht, sind die Werte des zeitartigen Sattelpunktsintegrals ge-
geniiber dem raumartigen Integral erheblich angehoben. Der Effekt ist so grof3, je nach
Impulsskala sieben bis neun Gréflenordnungen, dass das zeitartige Integral bei () ~ 80 GeV
sogar etwas grofler ausfillt als das raumartige bei Q' ~ 10 GeV. Insofern bestétigt sich
zunéchst die zuvor beobachtete Anhebung des Wirkungsquerschnittes fiir den zeitartigen
Prozesses im Vergleich zum raumartigen Prozess. Um iiber die Herkunft der Anhebung
bei zeitartiger Kinematik ndher Aufschluf} zu bekommen, sind in der nebenstehenden
Abbildung noch die Verhéltnisse der einzelnen Terme, die zur Anhebung des zeitartigen
Integrals jeweils beitragen, dargestellt. Wie man sieht, tragt der effektive Exponent (durch-
gezogene Linie) mit bis zu vier Grolenordnungen den Hauptanteil des Anstiegs, wihrend
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4.3 Diskussion

durch die Hesse-Determinante (gestrichelt dargestellt) und den zusétzlichen Faktor 73 /a
(gepunktet dargestellt) jeweils etwa zwei weitere Grofienordnungen hinzu kommen.

Es ist also zunéchst festzustellen, dass der unerwartet hohe Wirkungsquerschnitt fiir den
zeitartigen Prozess bei kleinem z’ sich auf dem Niveau des Sattelpunktsintegrals erkléiren
lasst. Damit bleibt die Frage zu kldren, welcher Mechanismus letztlich urséchlich fiir die
starke Anhebung des zeitartigen Sattelpunktsintegrals gegeniiber dem raumartigen Inte-
gral verantwortlich ist. Hierzu sollte ein genauerer Blick auf den effektiven Exponenten,
sowie auf die Hesse-Determinante in der Sattelpunktslosung weiterfithren. Der besseren
Ubersicht halber wird dies in Einschleifenniherung durchgefiihrt, also fiir A; = 1 und
Ay = 0, was am Ergebnis selbst keinen Unterschied ausmacht.

Im Sattelpunkt ergeben sich der effektive Exponent in beiden Féllen zu

—Teg = — (4—” — 20, (In (psp Qk) — 1)) sun, (4.77)

S

sowie die Eigenwerte der Hessematrix zu

A123 1 V&spt2 A4 1 VEpt2

)<y

o PspQ ' Vot @ a PspQ . VEp—2+2¢/5 -1

VE—2 ez

zeitartig (LHC)

(4.78)
raumartig (DIS),

wobei A5 ~ % und A\g ~ sowie deren Produkt aus Platzgriinden hier nicht ange-
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Abbildung 4.8: Zeit- und raumartige Sattelpunktsintegrale bei festem x’

(a) Zur Linken sind die beiden Sattelpunktsintegrale aus Gl. (4.76) fiir zeit- (schwarz) und raum-
artige (grau) Kinematik bei festem 2’ = 0.4 iiber Q dargestellt. Die Anhebung des zeitartigen
Integrals betrégt etwa 7...9 Groflenordnungen.

(b) Die rechte Abbildung zeigt die einzelnen Beitrége, aus denen sich die Anhebung des zeitar-
tigen Sattelpunktsintegrals gegeniiber dem raumartigen zusammensetzt.
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Inklusives: Uber den Sattelpunkt

geben wurden. Fiir pg, Q sind jeweils die entsprechenden Sattelpunktslésungen

% Zeitartig (LHC)
00 = _ (4.7
200510 raumartig (DIS)

2=/ 21/ —2

zu verwenden.
Vergleicht man nun bei jeweils gleicher Massenskala O die einzelnen Terme des zeitar-
tigen mit denen des raumartigen Sattelpunktsintegrals,

28p5UD 6 3
zei l | )\iraurn zei
6_(erit_rraum) — (u) ~J ( p ¢ ) y (480)
i=1

Praum )\izeit Praum

so stellt man fest, dass die Anhebung im Wesentlichen durch die jeweils unterschiedliche
Sattelpunktslosung fiir die Instantongréfle zustande kommt, deren Verhéltnis sich zu

Pzeit _2_ Vi_]_“gSp_Q

Praum B 2_\/1_$/\/€bp+2

(4.81)

ergibt. Als Funktion von &, und 2z’ haben die raum- und zeitartige Sattelpunktslésung

(4.79) der Instantongrofe nun jeweils einen Pol bei der Nullschleifenlésung & = +— — 2,
wobei ihr Verhéltnis gegen
. Pzeit 1 4
1 =—4+0 2 — 4.82
51_{2) praum 37/ + (5 + 1 _ l',) ( )

strebt.

Nimmt man diesen Grenzwert als den fithrenden Entwicklungsterm fiir das Verhéltnis
der Instantongréfien in zeit- und raumartiger Kinematik, so wird das zeitartige Sattel-
punktsintegral allein aufgrund dieses Terms um —(23,SY") + 6/2)log(x’ ~ 0.4) ~ 5
GroBenordnungen angehoben. Eine Entwicklung von Gl. (4.81) bis zu hoherer als der
fithrenden Ordnung ergibt einen leichten zusétzlichen Anstieg bei & < ;. Tatséchlich
nimmt £ bei gegebenem 2’ an dessen Sattelpunktslosung in Zweischleifenndherung einen
etwas kleineren Wert als &, an, was zu einem weiteren leichten Anstieg fithrt. Hinzu kom-
men noch weitere Faktoren iiber die Eigenwerte, welche Gl. (4.78) zu entnehmen sind, die
zu einem zusétzlichen leichten Anstieg des zeitartigen Sattelpunktintegrals fithren.

Resumee

Insgesamt ist festzustellen, dass der Instanton-induzierte Prozess in gg-Streuung mit einer
Virtualitat eines zeitartigen Impulses in einem s-Kanal des Endzustandes fiir kleine 2’
deutlich geringer unterdriickt wird als sein Pendant aus tief-inelastischer Streuung mit
einer Virtualitit zu einem raumartigen Impuls. Insbesondere scheint selbst die grofie Masse
eines W-Bosons nicht auszureichen, um den Wirkungsquerschnitt unmessbar klein werden
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4.3 Diskussion

zu lassen. Vielmehr wurde der Eindruck gewonnen, dass Instanton-Prozesse dieser Art an
P P-Beschleunigern, die eine geniigend hohe gg-Schwerpunktsenergie zur Verfiigung stellen
konnen, recht haufig auftreten sollten. Die inklusive gg-Streuung unter Emission eines
W-Bosons erscheint also zunéchst als eine sehr vielversprechende Moglichkeit, Instanton-
induzierte Ereignisse am LHC nachweisen zu kénnen.

Allerdings bestehen gewisse Zweifel daran, dass der Giiltigkeitsbereich in z’ derselbe
sein diirfte wie in tief-inelastischer Streuung. Die Anhebung des Wirkungsquerschnittes
fiir zeitartige Kinematik konnte auf Unterschiede in der jeweiligen Sattelpunktslosung fiir
die Instantongrofle zuriickgefithrt werden. Diese féllt im zeitartigen Fall um einen Faktor

Pzei 1
> = (4.83)

praum

grofer aus als im Raumartigen. Wie in Ref. [14] gezeigt wurde, ldsst sich die Sattelpunkt-
slosung fiir groBere & mit der Begrenzung durch die Sphaleronenergie in Verbindung brin-
gen. In tief inelastischer Streuung wurde dabei im Sattelpunkt die Relation Mg, ~ Q [33]
ermittelt, wobei Q ~ 1/pg, ist. Ein Anstieg des Sattelpunktswertes fiir p, wie im hier
betrachteten Fall, wiirde u.U. dazu fiihren, dass das Verhéltnis der relevanten Skala Q zur
Sphaleronenergie sich zu

Mgy ~ ' Q  zeitartig (LHC) ? (4.84)

verschiebt. Dies konnte wiederum zu einer Minderung des effektiven Giiltigkeitsbereich
in M’ oder /s fiihren und damit den exponentiellen Anstieg des Wirkungsquerschnittes
ddampfen. Eine genauere Untersuchung in diese Richtung scheint daher unabdingbar.

Bei kleineren Massenskalen wiirde ein erhohter p-Sattelpunkt zudem dazu fiihren, dass
die Instantongréfie bei kleinen z’ oberhalb von pp., ~ 0.3fm ausfallen wiirde, so dass
die perturbativ berechnete Instanton-Gréenverteilung ihre Giiltigkeit verlieren wiirde.
Zur Kompensation, so man nicht auf Werkzeuge wie gittergestiitzte Dichteverteilungen
zuriickgreifen mochte [13,14], wire bei zu kleinem ) entsprechend die Grenze fiir 2’ weiter
nach oben zu korrigieren, was wiederum zu einer starken Unterdriickung des Wirkungs-
querschnitts fiihren wiirde. Dies wére bei der Untersuchung von Prozessen mit einem
virtuellen Photon anstelle des WW-Bosons zu beriicksichtigen.

Wihrend bei Instantonprozessen in tief-inelastischer e P-Streuung mit raumartiger Ki-
nematik die Schwerpunktsenergie des Subprozesses direkt von der Skalierungsvariable z’
abhéngt, sind diese beiden Groflen in der betrachteten zeitartigen Umgebung weitestge-
hend unabhéngig voneinander. Dies scheint fiir grofie Energien (insbesondere bei kleineren
Virtualitéiten) zu sehr grofen Wirkungsquerschnitten zu fithren. Bislang konnte noch kein
Mechanismus gefunden werden, der diesem entgegen wirken bzw. den Giiltigkeitsbereich
von s/Q? festlegen wiirde.
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5 Zusammenfassung

Das Anliegen dieser Arbeit war es, mit Methoden der Instanton-Storungstheorie in semi-
klassischer Ndherung einen ersten quantitativen Eindruck iiber das Entdeckungspotenti-
al von QCD-Instantonen an Protonenbeschleunigern mit hoher Schwerpunktsenergie wie
dem LHC zu gewinnen. Hierbei konnte auf die reichhaltige Erfahrung ausgiebiger theo-
retischer Untersuchungen [33,34,37,42, 43, 46] zu Instantonprozessen in tief-inelastischer
eP-Streuung bei HERA zuriickgegriffen werden. Dabei kam der Untersuchung des Uber-
gangs vom fithrenden Instanton-induzierten Prozess bei HERA zum entsprechend fiihren-
den Prozess am LHC, der Instanton-induzierten gg-Streuung, besondere Bedeutung zu.
Wesentliche Unterschiede zwischen beiden Féllen kommen dadurch zustande, dass die fiir
die Instanton-Storungsrechnung benétigte Virtualitéat in der gg-Streuung durch die Emis-
sion eines virtuellen Photons oder eines massiven Vektorbosons iiber einen s-Kanal des
Endzustands prapariert wird und daher zeitartig ist.

Der einfachste Prozess

Einer der Schwerpunkte der Arbeit bestand darin, zunéchst den einfachsten Instanton-
induzierten Prozess in gg-Streuung unter Vernachléssigung zusétzlicher Gluonen zu stu-
dieren (Kapitel 3), wobei von den Erfahrungen zur tief-inelastischen Streuung profitiert
werden konnte [34]. Hierbei konnten u.a. wichtige Informationen iiber die Auswirkungen
der zeitartigen Virtualitdt gewonnen werden.

Die wesentlichen Resultate der Untersuchungen zum einfachsten Prozess lassen sich wie
folgt zusammenfassen:

e So konnte durch die Notwendigkeit der analytischen Fortsetzung des p-Integrals zu
p — —ip bei zeitartigem q bereits ein wesentlicher Hinweise darauf gefunden werden,
dass der dominante Beitrag zum Sattelpunktsintegral im inklusiven Fall von einem
imagindren Wert fiir p herriihrt.

e Wie bereits im tief-inelastischen Fall treten zwei Impulsskalen auf: die Virtualitéit @’
des virtuellen Quarks und die Virtualitiat ) des von diesem emittierten Vektorbosons
(v* oder W). Aufgrund ihrer Zeitartigkeit geniigen sie der Hierarchie Q < '. Dies
fithrt zu einer starken Unterdriickung des mit e *¢" abfallenden Anteils des effektiven
Vertices zwischen Quark und Vektorboson gegeniiber dem, welcher mit e=#? abfillt.
Hierdurch ergibt sich, dass die fiir die p-Integration relevante Skala im Zeitartigen
Q@ und nicht Q' ist, also gerade umgekehrt wie im Bjorken-Limes in tief-inelastischer
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Streuung. Dieser Umstand wirkt sich auch unmittelbar auf allgemeinere Prozesse in
Instanton-induzierter gg-Streuung aus.

e Ein interessanter Aspekt der gg-Streuung ist die Moglichkeit beispielsweise ein W-
Boson anstelle eines virtuellen Photons zu emittieren. Durch die reelle Masse des
W-Bosons tragen bei dessen Ankopplung auch longitudinale Anteile bei, die im Falle
der v*-Emission durch Interferenzen zwischen mehreren beteiligten Diagrammen
aufgehoben werden. Ferner konnte gezeigt werden, dass fiir nicht zu grofle Q' 2 @
die Interferenzterme effektiv unterdriickt werden.

e Der einfachste Prozess wurde in einen Subprozess mit virtuellem Quark und dessen
anschlieenden Zerfall unter Emission des W-Bosons zerlegt. Durch die Berechnung
des Wirkungsquerschnittes des virtuellen Subprozesses und dessen anschlieBenden
Vergleich mit dem des vollen Prozesses, konnte der Zerfallsfaktor fiir den Zerfall eines
virtuellen Quarks unter Emission eines Vektorbosons im Instantonhintergrund be-
stimmt werden. Uber Crossing konnte dieser Faktor ferner mit dem entsprechenden
Flussfaktor in tief-inelastischer Streuung in Zusammenhang gebracht werden.

Einteilchen-inklusiver Wirkungsquerschnitt

Aufbauend auf den beim einfachsten Prozess gewonnenen Erkenntnissen und den Erfah-
rungen aus der tief-inelastischen Streuung [37] wurden in Kapitel 4, unter Anwendung der
Valley-Methode [30,69,81,82,85], Instanton-Prozesse in gg-Streuung mit beliebiger Gluo-
nenzahl beriicksichtigt. Der Prozess wurde dabei in einen virtuellen Subprozess und den
Zerfall eines virtuellen Quarks durch die Emission des Vektorbosons zerlegt. Um die Kon-
trolle iiber die relevante Impulsskala gewéhrleisten zu konnen, wurde fiir den virtuellen
Subprozess der Einteilchen-inklusive Wirkungsquerschnitt iiber eine geeignete Vorwérts-
streuamplitude berechnet. Die Integration iiber die kollektiven Koordinaten wurde dabei,
wie auch im tief-inelastischen Fall [37], iiber eine Sattelpunktsniherung durchgefiihrt.

Bei der Berechnung des inklusiven Wirkungsquerschnittes wurden insbesondere Ge-
meinsamkeiten und Unterschiede zwischen beiden Féllen untersucht:

e Aufgrund der Einteilchen-inklusiven Betrachtung wird das Verhéltnis R/p von In-
stantonabstand und -grofle im Sattelpunkt nun nicht iiber die Schwerpunktsenergie
sondern iiber die entsprechende ,, Recoil“-Masse M’ zur Virtualitéit des Subprozesses
kontrolliert.

o Wegen der Zeitartigkeit liegt der Sattelpunkt nun auch fiir die Instantongrofie p
auf der imagindren Achse, jenseits des Integrationsbereiches. Hierdurch ergibt sich
mit £ = B _ 9 ein anderer Zusammenhang zwischen dem konformen Parameter &,
dem Abstand R und der Instantongrofie p. Bei M’ > @, wobei ) die Masse des
emittierten Vektorbosons sei, wird ¢ < 2, wofiir die Valley-Wirkung komplex wird
und der Phasenraum in zwei qualitativ unterschiedliche Bereiche geteilt wird.

e Durch analytische Fortsetzung der Instantongrofie p konnte das Sattelpunktsproblem
und deren Losung im Wesentlichen auf den tief-inelastischen Fall abgebildet werden.
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e Aufgrund des modifizierten Zusammenhangs zum konformen Parameter wurde fiir
die Instantongrofle im Sattelpunkt bei jeweils gleichem & ein groflerer Wert als in
tief-inelastischer Streuung gefunden. Da bei groflen Instantonen die Tunnelunter-
driickung kleiner wird, steigt hierdurch der Wirkungsquerschnitt erheblich an.

Fazit

Als das wesentliche Ergebnis dieser Arbeit kann betrachtet werden, dass die Rate von
Instantonereignissen an Beschleunigern wie dem LHC erheblich hoher ausfallen sollte, als
dies zunéchst, ausgehend vom tief-inelastischen Fall, durch einfache Analogieschliisse an-
zunehmen war. Effektiv ist hierfiir die erhchte Instantongréfie im Sattelpunkt verantwort-
lich, wodurch die Tunnelunterdriickung des Prozesses reduziert wird. Diese Anhebung wie-
derum ist unmittelbar auf die Zeitartigkeit der eingespeisten Virtualitit zuriickzufiihren.

Liegt die Virtualitdt hingegen deutlich unterhalb der W-Masse so wandert die Instan-
tongrofle im Sattelpunkt in Bereiche, die auflerhalb des Giiltigkeitsbereiches der Instanton-
Storungsrechnung liegen. Um dies zu verhindern miisste der betrachtete Bereich des Pha-
senraumes weiter eingeschrinkt werden, was zu einer erheblichen Reduzierung der Rate
fithren wiirde.

Zudem hat sich wegen der hohen Wirkungsquerschnitte bei kleinen z’ bzw. grofien
T = M'/Q die Frage aufgedréngt, inwiefern die fiir tief-inelastische Streuung bestimmten
Giiltigkeitsbereiche der Instanton-Storungsrechnung sich ohne Weiteres einfach auf den
zeitartigen Fall iibertragen lassen. Man darf vermuten, dass wegen der erhchten Instan-
tongrofe im Sattelpunkt die Sphaleronmasse im Vergleich zum tief-inelastischen Fall nicht
unerheblich zu reduzieren ist, was u.U. zu engeren kinematischen Grenzen und somit zu
kleineren Wirkungsquerschnitten fithren wiirde.

Eine genaue Beantwortung dieser Frage hat entscheidenden Einfluss auf die Vorhersage
von Instantonraten am LHC. Trotzdem erscheint insgesamt die Prédparation des Instan-
tonprozesses iiber die Emission eines Z- oder W-Bosons anstatt eines virtuellen Photons
als vielversprechende Moglichkeit, um Instantonereignisse am LHC nachzuweisen.

Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit blieben noch einige weitere Fragen offen, diese seien hier kurz
aufgefiihrt:

e Durch die Abhéngigkeit der Sattelpunktslosung von den kinematischen Variablen
werden diese im giiltigen Bereich der Instanton-Storungstheorie scheinbar auf M’ <
QQ beschriankt. Fiir kleinere M’ bleibt der Tunnelfaktor dabei reell, fiir groffere wird
dieser dagegen komplex und oszilliert. Es stellt sich die Frage, ob es auch fiir M’ > @
einen Bereich gibt, in dem die Instantonstérungsrechnung anwendbar ist und ob
dieser mit M’ < (@ beispielsweise iiber eine konforme Symmetrie miteinander in
Beziehung steht.

e Fiir die Schwerpunktsenergie des Subprozesses konnte keine klare Begrenzung durch
die Sphaleronmasse [37] hergestellt werden. Es ist zu vermuten, dass diese nicht
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zu weit oberhalb der Masse des Vektorbosons liegen sollte, etwa dem Zwei- bis
Dreifachen, da eine zu hohe Schwerpunktsenergie ansonsten zu unrealistisch hohen
Wirkungsquerschnitten fithren wiirde.

Weiterhin steht eine systematische Untersuchung der Interferenzterme aus, die bei
der Beriicksichtigung mehrerer leichter Quarkflavors auftreten. Hierbei ist insbeson-
dere von Interesse, ob es kinematische Regionen gibt, in denen diese unterdriickt
werden, dhnlich wie dies im tief-inelastischen Fall im Bjorken-Limes der Fall ist.

Schlieflich gilt es noch die phdnomenologische Untersuchung mittels Monte-Carlo-
Simulationen voranzutreiben. Die in dieser Arbeit durchgefithrten Berechnungen
sollten sich als Grundlage hierfiir als hilfreich erweisen.



A Konventionen und ldentitaten

A.1 Eichfelder und Wirkung in Minkowskimetrik

Es folgt eine Auflistung der verwendeten Konventionen und Definitionen:

e Kovariante Ableitung:

D, =0, —igA, (A.1)

e Feldstarketensor: ) .
Fu=3t Fu = [DuD) (A2)
F.=0,A,—0,A,—ig [A,, A)] (A.3)

Fr, = 0,4, —0,A, +9 C%, AZAZC,

e Gruppengeneratoren:

[ta, ts] = 2iC°, t. (A.5)
tr (to t) = 204 (A.6)
o Wirkung in Minkowskimetrik:
- 1
Sy = /d4x (1/) (10 —m)y — 3 tr (FWF‘“’)) (A.7)

A.2 Sigma- und Gamma-Matrizen in Minkowskimetrik
e Pauli-Matrizen:

01 0 —¢ 1 0
T = (1 0) Ty = (l 0 ) T = (0 _1> (AS)
[Tas To] = 2i€ape Te {Ta, o} = 2001 (Ta); (Ta)f = 25;5;? — 5;5{“ (A.9)
e Dirac-Matrizen
0 5#) 5 . 0.1.2.3 (]1 0 )
V= V=5 =1 yEy? = A.10
o (O'# 0 V5 v 0 —1 ( )

e Sigma-Matrizen
o= (1,7), und o= (1,-7) (A.11)
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3 Sigma-Matrizen in euklidischer Metrik
e Fuklidische Sigma-Matrizen

o= (—i7,1), o= (iT,1)

00y + 0,0, = 20,, 0,0, + 0,0, = 20,
oY = —eo‘ﬁ(fgﬁeﬂé‘ O = —edgaﬁﬁeﬁa
ewao“j‘ = —55[36%‘ 4G, = —Uﬁﬁega

ax [ — 3
(o) (@t)g’g = 2635;‘[

(O_“)aa (O_u>55 _ 2€aﬂ€dﬂ (6#)da (5-“)Bﬁ - 260’466045

e 't Hooft-Symbole

€aij M=1,V=]7] €aij M =1,V =
5(1 UV = —50‘ V= 4
a — 123 nt = 12
T = Zge =4 T = se =4
0 w=4,v= 0 w=4v=4
0,0, — 0,0, = 227]21, Ta 0,0, — 0,0, = 227751, T,
1 _ 1
O = 72 (6,0, —0,0,), O = — (0,6, —0,0,)

4 Spinoren und Polarisationsvektoren

e Weylgleichungen

kda XLa(k) = 0 l{?ad XRd<k) = 0
e Normierung der Spinoren

Xra(k) X (k) = e x2(k) X} (k) = k@
e Longitudinalitdt der Polarisationsvektoren

e(p)-p=0

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)



B Gruppenintegration

Zu bestimmen sind die Koeffizienten des Gruppenintegrals Izéllz;z‘?’aflﬁjfjd aus Gl.

Kontraktion von Gl. (3.43) mit 5ff liefert zunéchst

T2, 2)01%2,51 52 503 s 76, 3)19273,51 9233 53

arog,j1j2 T oz araza3,j1j2js i3
! 3!
_ Z a(3,3) Z 51112]3 5Pn(ﬁ1ﬂ2ﬂ3)
m P (Pm(j1j243)) ~onazas
m=1 n=1
3l
_ (3,3) | gi1%2 P (81623) P3P, (815283)
o Z O 5]1]2 (N 5041042043 5a1a2a3
m=1

(51122 ( 5P2Pm(/8162/83 5P2P3Pm(ﬂ1ﬁ2ﬁ3

J2J1 Q1203 Q1203

wobei die Permutationsgruppe durch die Elemente

P =[1,2,3]=id Pr(j1j2]3
P,=12,1,3]=[1 < 2] Ps(j1j273
P3;=11,3,2] = [2 < 3] Ps(j1j273
Py =[3,1,2] = PP Py(jrj2]3
P =[2,3,1] = B, Ps5(j17273
Py =[3,2,1] = PP, = P3P, Py Po(j17273) =

gegeben sei. Ein Koeffizientenvergleich mit

20 2!
T@2)1i2hb g 35 a2 s OEn(ui) g
a102,j1J2 Ca3 mn. Y Pm(jijz) o2
m=1n=1
2! 2!

— a§2’2) 5i1i2' 5Pn ﬂlﬂg ﬁ3 + a(22 2 Z 51122

Pn(jij2)  c1azas
n=1 n=1

5P2 P3 P2 P (8132/33)

P2 Pm (B15233)

Pr(j1j2) a1azas

(3.61).
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Gruppenintegration

liefert das Gleichungssystem

Na§3,3) + aéS,S) + aé3,3) o )

(2.2
Na$ 1 aés,g) + a3 — o2
Na,ég’?’) + a4 aé?”g) —0

(B.9)
Na® 4 a9 4 af¥ = ¢
Na® 4 a9 + a8 = ¢

Nal™ 4 ol 1 ol = 0,

wobei die Parameter agm) in Gl (3.60) gegeben sind. Das Gleichungssystem wird schlief3-
lich eindeutig durch die Vorfaktoren

2
® = N2 B.1
“WTNNE D) (N2 4) (B-10)
B _ () _ () _ —1
ay’ =ay’ = ag VD)V (B.11)
2
o = o (B.12)

gelost.
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