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Φ(x, y + nL2 cos θ +mL1, z + nL2 sin θ) = Φ(x, y, z) .
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Φ(x, y, z) =
∞∑

m,n=−∞
φ(m,n)(x) · fm,n(y, z) .
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Φ(x, y, z) =
1√
A

∞∑

m,n=−∞
φ(m,n)(x) · exp

{
i

(
m
y − z cot θ

Ry
+ n

z

Rz sin θ

)}
.
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M2
m,n =

1

sin2 θ

(
m2

R2
y

+
n2

R2
z

− 2mn cos θ

RyRz

)
=

4π2

Aτ2
∣∣n−mτ
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r : (y, z) 7→ −(y, z) .
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P1 = (0, 0) ,
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P2 = (πRy, 0) ,
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P3 = (πRy cos θ, πRz sin θ) ,
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P4 = (πRy(1 + cos θ), πRz sin θ) .
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2π2RyRz2δn,0δm,0
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δ0,m
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n≥0

+
∑
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n=−∞

]
φ

(m,n)
+ (x)
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my
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+
nz

Rz

)
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2π2RyRz

[
δ0,m

∑

n≥0

+
∑

m>0

∞∑

n=−∞

]
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Ry
+
nz

Rz
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
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T 2/ ( � 2 × ���)�2 × ���
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Vµ
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V5,6

�
λ2
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G′� � � 2 ���
�2 ���)�2 M2
m,n � 2 ���
�2 ���)�2

(8, 1; 0, 0) + + + 4
(

m2

R2
y

+ n2

R2
z

)
− − −

(3, 2;−5, 0) + + − 4
(

m2

R2
y

+ (n+1/2)2

R2
z

)
− − +

(3̄, 2; 5, 0) + + − 4
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y

+ (n+1/2)2

R2
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)
− − +
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− − −
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(
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(
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(
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(
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(
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)
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R2
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Φ+++(x, y, z) =
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2πRyRz2δn,0δm,0
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δ0,m
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n=0

+

∞∑

m=1
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n=−∞

]
φ

(2m,2n)
+++ (x)

× cos

(
2my

Ry
+

2nz

Rz

)
,
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Φ++−(x, y, z) =
1√

2πRyRz

[
δ0,m

∞∑

n=0

+
∞∑

m=1

∞∑

n=−∞

]
φ

(2m,2n+1)
++− (x)

× cos

(
2my

Ry
+

(2n+ 1)z
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)
,
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Φ+−+(x, y, z) =
1√

2πRyRz

[ ∞∑

m=0

∞∑

n=−∞

]
φ

(2m+1,2n)
+−+ (x)

× cos

(
(2m+ 1)y

Ry

+
(2n)z
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)
,
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Φ+−−(x, y, z) =
1√

2πRyRz

[ ∞∑

m=0

∞∑

n=−∞

]
φ

(2m+1,2n+1)
+−− (x)

× cos

(
(2m + 1)y

Ry

+
(2n+ 1)z

Rz

)
.
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S =
1

2

∫

 4x

∑

m,n

{
∂µφ(m,n)∂µφ

(m,n) −
(
M2

m,n +M2
)
(φ(m,n))2

}
,
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���!�+W.��' �!8 � ! W '��0��� �5���������5���!
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^�2� �	�!� ��� �����1! '(���~��'��(���0
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���!�;���!�1! '�� �/- ���/��� ��� � ���	�(�/� �	� �	�!� �
, ��� �	�-���;-*���������	� ��' ���9� �`���!�0�����/� ��� ���!� ��' �.�����(� ��' �$��'(
!�
ϕ = 〈φ〉, Ry, Rz

�~���)�*� IO���@���	�0� ��� ��2�4 �

−
∫

 4x V ��� [ϕ,Ry, Rz] = − i

2
log det

[
δ2S

δφδφ

]

φ=ϕ

= +
i

2
log det

[
∑

m,n

(
∂2 + M2

m,n +M2
)
]

= +
i

2
Tr log

[
∑

m,n

(
∂2 + M2

m,n +M2
)
]
,
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 �!���0
C�2� ���!� W9�.' �!8~�"! W '��0���
�5��������� M2

m,n

� E��.�	� �	���.��� �Q�����!� ���0�����/� �/�-�����9�!�*� ����� �	�!�(���
, ��� �	���/�7- �.�	������� ��'.�����(�!
!��-*����
!�����
���
ϕ
���!
 �	�!�l��� � �Q��� ��' ��� �.
 � �0�Q� ������-*�/�!
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��!'(� �
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Φ+

� % ���(��� �	�!� �1��-!'(���0�(� � �Q��� ��� �	�!�.� ��
�� �1��- ���!�����/� � C�C��(2 � �1�$-*�~� � �Q� � �����
���!� � � �.���9���!
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V � =
1

2

[
δ0,m

∑

n≥0

+
∑

m>0

∞∑

n=−∞

] ∫ 
 4kE

(2π)4
log
(
k2

E + M2
m,n +M2

)
.
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M2
m,n =

m2

R2
y

+
n2

R2
z

=
1

R2
z

[
e2m2 + n2

]
,

� C�C�C��W2 �

I9�!�l��� I � 
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�!�!��

e2 = R2

z/R
2
y
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V � = −




s
ζ(s)
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s=0

� C�C�C�� 5 �

S�X



S���� � � � � 
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T 2/ � 2

I9�(���

ζ(s) ≡ 1

2

[∑]
m,n

∫ 
 4kE

(2π)4

(
k2

E +
1

R2
z

[
e2m2 + n2)

]
+M2

)−s

=
1

2

1

(2π)4
π2 Γ(s− 2)

Γ(s)

[∑]
m,n

(
1

R2
z

[
e2m2 + n2

]
+M2

)2−s

=
1

32π2R4−2s
z

1

(s− 2)(s− 1)

[∑]
m,n

([
e2m2 + n2

]
+R2

zM
2
)2−s

,
� C�C�C�� � �

I9�!�~���
[
∑

]m,n

�(� �����Q����� ���!
 � �Q� �	�!��� ���%�/���/���G�'� � �/�.�  ��
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���� � � �l��� �Q���;�(��� �	�!� � � � � 
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s
����


��� ���	�(���
s = 0

���!�F:������ �;� � �����~� �.� ��� ���!�.� �.�������/� ���~��' �'���$��'(
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V M
s = − 1

64π2R4
z

{
πM6RyR

5
z

36
(−11 + 12 log[M ])

+
4

π2

R5
z

R2
y

M3
∞∑

p=1

1

p3
K3(2πpMRy)

+
8

π2

(
Rz

Ry

)5/2 +∞∑

p=1

1

p5/2

∞∑

m=0

(
m2 +M2R2

y

) 5

4 K5/2

(
2π p Rz

Ry

√
m2 +M2R2

y

)

+M4R4
z

[
3

4
− log(M)

]

− 4

π2
(MRz)

5/2
+∞∑

p=1

1

p5/2
K5/2 (2πpMRz)

}
.
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Ry
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Rz
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VV = 90 ·
(
V 0

s − V M
s

)
.
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VV = − 1

32πR4
y

M2RyRz

− 45M2

32π4R2
z

+∞∑

p=1

1

p3

{
Rz

Ry

πp

sinh2(πpRz/Ry)
+ coth(πpRz/Ry)

}
.
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V � =
1

2
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[∑]
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√
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1
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}
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Hc H Gc G

� ���2 � ���2 � �)�2 � �
�2 � ���2 � ���2 � ���2 � �
�2

H1 + + + − − + − −
H2 + − + + − − − +

H3 − + − + + + + −
H4 − − − + + − + +

H5 − + − − + + + −
H6 − − − + + − + +
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Q L U c, Ec Dc, N c
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�2 �����2 �����2 �'���2 ���
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Φ − − − + + − + +

φ + − + + − − − +
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M̃1 M̃2 M̃3 M̃4


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
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√∑
α M̃

2
α
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M̃αβ =

√
M̃2

α + M̃2
β
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m̂ =




µ1(V4)1j + µ̃1(V4)4j

µ2(V4)2j + µ̃2(V4)4j

µ3(V4)3j + µ̃3(V4)4j


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eL
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ẽL

�0����� % �!
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m′2
ẽL,tot = V †

4 m
2
eL
V4 + V †

4 m
2
ẽL
V4

=

(
m̂†m̂ 0

0 M̃2

)
+ V †

4

(
0 0
0 m2

l̃4L

)
V4 + O(v2)

(
v2

fM2
1

1 1

)
,
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m′2
ẽR,tot = U †

4 m
2
eR
U4 + U †

4 m
2
ẽR
U4

=

(
m̂m̂† 0

0 M̃2 +m2
l̃4R

)
+ O

(
v3

M̃
,
v m2

l̃4R

M̃

)
,
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ẽL,tot)ij = (m̂†m̂)ij + (V4)4i(V4)4j m

2
l̃4L

= (m̂†m̂)ij + (m̂2
ẽL
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mdiag = VCKM m̂ V̂ .
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µ1 = µ2 = 0
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m̂
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


− fM2
fM4

fM12
fM14

fM1(eµ3
fM3

fM4−µ3
fM2

124)
µ̄3

fM fM12
fM14

− eµ3

µ̄3

fM1

fM14

fM1
fM3

fM12
fM23

fM2(eµ3
fM2

123
−µ3

fM3
fM4)

µ̄3
fM fM12

fM23

−µ3

µ̄3

fM2

fM23

fM1
fM2

fM
fM12

fM14
fM23

− eµ3
fM2

1
fM3+µ3

fM2

2
fM4

µ̄3
fM12

fM14
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− eµ3
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fM4
fM23

fM fM14

+ µ3
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fM14

fM fM23


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�

ΘR ' (µ̃2
1 + µ̃2

2)/µ̄
2
3 � 1 .
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M̃2

αβγ = M̃2
α + M̃2

β + M̃2
γ

���!


µ̄2
3 = µ̃2

3

(
1 − M̃2

4

M̃2

)
+ µ2

3

(
1 − M̃2

3

M̃2

)
− 2µ3µ̃3

M̃3M̃4

M̃2
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ẽL
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0 0 0

0
µ2

3
fM2

12

µ̄2

3
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(
µ̃2

1 + µ̃2
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l̃4L

)
µ3

fM12(eµ3
fM2

123
−µ3

fM3
fM4)

µ̄2

3
fM3

(
µ̃2

1 + µ̃2
2 +m2

l̃4L

)

0
µ3

fM12(eµ3
fM2

123
−µ3

fM3
fM4)

µ̄2

3
fM3

(
µ̃2

1 + µ̃2
2 +m2

l̃4L

)
µ̄2

3 +
(eµ3

fM2

123
−µ3

fM3
fM4)

2

µ̄2

3
fM4
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l̃4L

+ O
(

eµ2

1
+eµ2

2

µ̄2

3

)


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� C 6H� � 4 �

���~���
`6 = 128π3 � `4 = 16π2 ����
 yS

���!� ���0��-*�/�!
!�9�	� �	��� �F� � � � ! 
!� �;�0�!���(�/� ��'��0���!��
!�(� �.�	�0� ���
���!�5� � ���!� I9�!�~���;���!�;��������'��0�&�$�0'�


S(x)
���0����
������

yS = (0, 0)
� 
 ���;�2��� �	�Q�

C
�����0�Q�!���	� � �Q�

���!�.�A�!'(����-!'(���0�(�E� ��� �$��'(
!�9��� '(���/- 
!� �!�Q� �!�;� � �Q�O� �!�/��! G �*��'(� ���^�a�'���/�K�Q���Q�!-��7C � �	�!� = ���!� �	�(�
	 � �� #�� #"F�@5#5#6 *,+��!�@�.*,+����O�
��<
$�
.& (���������24��� ��5E5RN�����3�5# #"���� �@<�*,+��=*�+������,6 *�� LH� N ��24�!�;*,����"�� �@* *,+��!�MN��@5#�

Λ
P � +���6 �@�,���F� *,+F��*
*�+� M�  M�
�@*G*��O��N *� #���B<>�,��2 � �;*,�� #"��!*�+F�����,6 3��� #":*
�@< �/ E��
L��L�� N��@�F���  E*
 M�L� �/*��,��24��5E6

�. 
�>N���5E*L*�� �F"F� 3�+F��"���2B��"���5#���� N��@5#5E6 �/ M� L�5#� ����N��F�="������ �8
���� � N ����3�5# E"F� ������ #2B�PL�� N��@�F���B*�+��4*,+�������6
*�+���"7����"����O�@5#5#6 ���F"F�0� 
 � 6 *,� ��������N�����3F5E #"���� $ ����( P � +��
�G*��,��"���N�����3F5E #"�� ��������243.*� #��"! #" *��F��"76/ #��5M���0��"
���G*� #2 ��*�� <>��� *�+��83F�@�O�@24��*����  E" 9:�����G*� #��" P 	���
����������J
��8����" � *B
 �@":* *,� LH����� �����PN���5 N���5M��*� #��" ��" *�+F #�
�;*,����"��PN ���F3�5E #"�� ���,����243.*� #��"!�@"F�8+���" N �L��"�5E68�.���, E���-��3�3����RL�����"F�F� ��"8*�+�� N�����3F5E #"�����P

X?S



X�� ����� 
���� � � ����
>� � ��� � ����� �����O� �	� 
�� � ���4��� ���?� � 
�� 


�	�l� � ����� �	�!�F�Q��� �/��� �.',+x�!�Q� �.���/� �.� � C 6&� �Q� �O�!��� � �.�!�/�!�(� ��' �����!�9������� ��'(�����;��� ����� � �.'P� �!'�=G����

��� �.�!� � �!-*�~�#�$��'(
!�*��� ��
��

B(x, y) =

(
Λ4V

`6/C

)1/2

B̂(x, y) , S(x) =

(
Λ2

`4/C

)1/2
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m1/2 =
g2

4
hFS

2Λ
< 16π2FS√

CV Λ3
< 1


 � 6

m2
d̃4RL

= FS

Λ
M̃d < 32π2FS√

CV Λ2
< (2 · 107 
 � 6 )2

m2
l̃4LR

= FS

Λ
M̃ l

4 < 32π2FS√
CV Λ2

< (2 · 107 
 � 6 )2

m2
d̃4L

= (e2d + e′d)
F †

S
FS

Λ2 < (1 + 8π
V Λ2 )

128π3F †
S
FS

CV Λ4 < (4

 � 6

)2

m2
l̃4L

= (e2l + e′l)
F †

S
FS

Λ2 < (1 + 8π
V Λ2 )

128π3F †
S
FS

CV Λ4 < (4

 � 6

)2

µ = a
F †

S

Λ
<

32π2F †
S√

CV Λ3
< 2


 � 6

(m2
h̃2

, m2
h̃1

) = (c2 + b22, c1 + b21)
F †

S
FS

Λ2 < (1 + 8π
V Λ2 )

128π3F †
S
FS

CV Λ4 < (4

 � 6

)2

Bµ =
(
a (b1 + b2) + d

) F †
S

FS

Λ2 < (1 + 16π
V Λ2 )

128π3F †
S
FS

CV Λ4 < (5

 � 6

)2

m3/2 = FS√
3M4
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� � 6
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FS =

4 · 1020 � -
� 2 G :�3?*,+ 3 *,90& ( � 
?*,+ & F 9@+ & F,- 1 /76P()34-
F V (@- 6)A � -�� *<H /78?609@+.- H#& 6)*,/ �D*,- F,CE*<H0W�& WT6 &��D*<()*<H4/

A &79@9;/ 1
m3/2 = 100 � -�� I 5 34->A &79 9@-.9 1 /76�()34- � - F,C?9

lc4, d
c
4

& 6@-0& H#& F,/(W /7849K(@/ ()34/T9@-0/ 1
l4, d4 I

C � - ������� �
ml̃4L,R

= md̃4L,R
= 0
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V −1/2 = M ��
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M1 = M2 = M3 = m1/2 6= 0 ,
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m2
φ̃L

= m2
φ̃R

= 0
� �Q�O��'('����R� �'��= � �.�!
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φ̃ ,
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Aφ̃ = 0
� �Q�O��'('����R� �'��= � �.�!
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µ,Bµ,m2
h̃i
6= 0 (i = 1, 2) .
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g1 = g2 = g3 = g ' 1√
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h̃1

, m2
h̃2

, tan β
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 ��� �/�
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� C 6H��1 � �
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� �	����� � � -!'��(���.� '��4I �l�
�*�Q�!�!
 ��� �	�!� �/�
�

FS
�����0�Q��
������H���H�	��� � ��� �b���4I ��� 
 �!�!'(��C 6&�,1��=
 �!�����!�/���0� ��� ���/����� � ��������


�2� �	�!�>'��4I �l� �*�Q�!�!
 �/� �	��� ��� �Q�/��� �.���;�`���Q� + D7� �
mh > 114.4
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|N11 cos θW +N12 sin θW |2m5

χ

48πm2
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χ ≡ N11(−iB̃) + N12(−iW̃ ) +

N13H̃d + N14H̃u
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N1i
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�.� �!� |N11|2
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1.1 · 10−11 � ��6 ≤ εχ��� Yχ ≤ 2.2 · 10−11 � � 6 ,
� 6H�(232 �

3.3 · 108 � ≤ τχ ≤ 4.1 · 1010 � � 6H�(2 5 �
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tanβ = 10
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tan β = 20
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l̃R,L → lR,LG̃

Γ
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m5
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48πm2
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m3/2 = 10
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1.3 · 10−13 ≤ Yeτ ≤ 6.2 · 10−13 .
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4 ⋅10-13 < Y
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m1/2 = 500 GeV

tan β = 20
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m1/2 = 500 GeV

tan β = 10
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��!� ��� �^���0' �.���-����'-�>� �5��'(' ��� �!�
�5�����0�

 �!�F���
���~���&# # E � �Q���!
!���~��� �*� � �.�����)�!��
����(� �	�!�FE�+ L�� '(�(� � �	� � � �(�����!�Q� �	�~�0� 
 �!������� ���!�

�~�����9� �Q�7� �5��'�'(�~�#�!� �/� �(�	�(�!�K�5�����������7?$�Q�
m3/2 = 10

� � 6���I �����0���`���Q� ���!�O�Q���0��� � '�� �/���)! �!� �/���
-*�/������� ��� ? � �Q������6&� ` �	� �.� ' �!���/� - �!� �	� ��� ���!� ��� �!�DE�+ L��C���~�/�(�/�G�!���.��'�'(� I ��
^�2�;�	�!� ���
�/�l���
�0�/�!��� � ���(���	���>
 �!� �0�/�!���l�)�'�.���-�/� �����!��� � ���(� ���v�!���.��'@I��/� �9� �.�����#�$��
D��� �	����� �1� �!� -!'(���

 �!�^�;�.�	�-�'�.�����/� � �Q�&�!���T� �0�!�����5�!��= �a�!�������!� �5�����&���

m1/2 = 500
� � 6 I:��� �	���.�&�	�����

����� ��'(�	�����D�	�!� '�� �/���	�0����� �!-*�~��- �!� �	���0'��9� �.������-*���0� � ��� �0�Q�;-��.�	� �!'�� I9�@�	� �	�!�H+ D7� �*�Q�!�!
 �/�
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m1�2 =500 GeV

tan Β=10

Εem =0.5 EΤ
m3�2 =50 GeV

m3�2 =10 GeV

��������� � � ���'�"$ ��/7*<H (@9 1"6@/7A ()34-
τ̃
� % � � 6@-
WT*,/7H 	

tan β = 10 � *<H ()34-
ε ��� Yeτ � τeτ


?F & H4-P1 /76
x = 0.5& H4C

m1/2 = 500 � - � G / �?( & *<H4-.C � � 9@+ & H?H?*<H0WB/ � - 6
m2

h̃1

& H4C
m2

h̃2

:�*<()3=& 9)(@-�
 9)* 
 -P/ 1
5 · 10−3 5�- � 2

*<H ��/7()3�
#& 6 & AB- (@- 6@9 I � -09)34/ :�()34-06@-.9)8?F<(@9 1"/76;( : / �T& F<84-.9;/ 1R()34-3WT6 & � *<()*<H4/ A &79@9 G m3/2 = 50 � -��
	�6@-.C /76KC4& 6�� V WT6 &�� � & H4C m3/2 = 10 � - � 	MWT6@-.- H /76KF<*1WT3 ( V WT6 & � � I 5 34- 9@/7F<*,C��?F &7+�� & H4C C4&79@3 V C?/7()(@-.C/76 & H0W -�F<*<H4-.9K9)34/�: ()34- 9@-�� - 6@-�& H4C�+./7H49 - 6��7& ()*�� - - F,-.+ ()6@/7A &*WTH4- ()*,+ ��� ��+./7H49)()6 & *<H (@9K1"6@/7A 	 *1WT8?6@- �/ 1 �����
	 I 	 �KH?F�� ()34-Q+./7H49@()6 & *<H (@9�C?- 6)*�� -.C 1�6@/7A ()34- �P- 8?(@- 6)*<8?A & �?8?H4C4& H4+.- & 6@-Q9)34/ :�H G 9)*<H4+.- ()34/T9@-
1"6@/7A ()34- 4 � -0& �?8?H4C4& H4+.- & 6@-PH4/7( 6@- F,-��T& H (K*<H ()34-

τ̃
�K% � � 6@-
WT*,/7H I �

	 �



������������� � 	 � � � � � � � ����� � � ��� ��� � � � � � � � 
 � ����� ���

���!� ��� �Q����� ������� C ���~���~�����(��� �	�!�O�!�!���$��
��a�!� �/���!�.�5�����
m1/2

'�� �.
!�7�����������	� ��'�'��H���I�.���0��� �.'���� �
��� �	�!�;� �!-*�~��- �!�������0'�� ��-*��� � � � �>� L��(�!��� �	�!� E�+ L�� �I�*���0�Q�;� �!�~� � �(�~��� �	�!�0� � � ����'(
 �(�F' �!� �/�l���
G��.��� �1� �!� -!'��.��'�� � �!� �0�/�!����
!�l�

m1/2 = 1

 � 6%����


m3/2 = 100
� � 6 �I���~���&�	�!�A�!� �/� �(�	�(�!�

�5�����9�Q�2� ���!�!��'�� ���!� ���0��-*�/�!
!�9�	� �	���FE�
 G �*�Q�!�!

m3/2 & 0.1 ·m1/2

�'�a����� �7?��!�
tanβ = 10���!��� '(� ��
!� ���

2.8 · 10−13 < Yeτ ≤ 1.1 · 10−12 ,
� 6H� �Q� �

1.0 · 10−11 � ��6 < ε ��� Yeτ < 1.1 · 10−10 � ��6 .
� 6H� � 4 �

G��K� � � �Q���.���	�!� �0���	� � ���	� � 6&� �Q� ��I �Q��= � -����0���E� I �0'�' � ��� ��� �.�
Yeτ

���!

ε ��� Yeτ

�Q���4Ie�2� �'� �Q���
�&�2��� �	�Q� ��� � I � ����
 � �!������������- �0�0�	���/�0'-�/��B � �	�!� �����!�~� � �.�!
��!�	���9��-!- �l�O� �Q���!
 �/� �	�!� ��� �!�
'(�(� �0��� � ��
!�0�~��� ����������� ���!�-�$�~�����	'��K�!�����!�0� �@� 
!�0- �0�!
!���/�

m−5

l̃
m2

3/2

�

5.5 · 105 � < τeτ < 5.7 · 107 � � � 6H� � 3 �
G�� � �0�/�!���
�R�!���!�0��� � ' �!� �/�l� - �!� �7���*�	�!�

τ̃
E�+ L������~�/�(�/� ��� �0�Q� - �.�	� �!'�� I9�(�	� ���!�9��'��0�0� ���Q�5�!�.!

�!� �	�(� # # E �0�/�!� � � �.�����	�0�>���4I �1�/�l��� ���!� � �.
����/����� �0�/�!� � � �.�����	�A�*���0�Q� ���;�!��� ���
���~���.� �����!�0�
���!�;����
������!���U��� ���!���!�(��� � �.�	�(�D�.� �	��� E�+ L��"� � ���/���/'�� 
!��-*����
!�H�/� �	�!���5����� 
!�-, �~�����!�0� ���
���!� + L�� � G��F�	��� ��� �!� �5�����F���!�l���~�����0�F�`���!�
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 ��6�����'(���>���!� � � ���!���������)� �.�����

�(�!�~��� ������� �2�)��� �!��
!�l�����#� �!���!�(� �!
!� � 3�4 � �9E��
���~�����!��'(����� �	�!� � ��
����/�!�(�F�0�/�!��� � ���(���	� �'��� ���	�('�'
�~�����('-� � �.�	�(�)�$�0
)���!'��0��� �	�!� � � �!� � �.��� ��� �0'��/��� �	����
 � 6H�

#%)��7)8!,E .;CP
 � � �

G9���0�����	'�� �(� � �����*���0�)�'� �Q�!�0
 �	� �.���;� � ��� � �!�!'(� ��� �!���/��
 - �'���	�(��'(���:� � ��� � � �Q� �%�*�Q�!�!
 ��� �.�	�0�
I9�@�	� - �/���(���-�/�0'-� ��� �!� ����
 �R�!�0'��0���@2 � 3�	�2/2 ��� � 
 �!�(� �1, �0�0�;- �.�	������� ��'('-� �;� 
!�-�!���&�	���D�R�!�0'��~�!�
��� ��� �	����� � �.����� 
���������� ���!�&�	� �;�H��� -���� �;�Q��
!� �.' �R�!�0'��0�/�)� ���	�!�0���(��� C � - �!� �	���l�!' �'���	��� -���� ���0���
(4 ��� X−)+


 →6 +,� +X− � ��� '(� ��
&���.��� ���!� �.�!���0
;-�����
 �!�0�����/� ��� 6 +,� ��I9�!����� �~���U� � �Q��
!�~���
��� �5�!�/�!�@� �!
!� �'� � �/�7�	��� �!�!���l�)�/�0
S�'��' ����� 
 �!�~���0� �Q��� ���!��� ���������!���(���0�Q�!'�
 '(� ��
 �	����� �/�!���$� ������'-�
� �Q��� ����� � �����0���-��� ���/����� � ��������� �/� �	�!����'�'(� I ��
 ����'(�����'���!�!
 �.�!��� ���9���!����� ��� �!� ����
 - �!� �	���0'��0�
��� ��� �	�!�/��� I � �0�/�!����
!�l����
F�!�~����� C � � 2/2
1 � �*�Q�!��
�! � � �.��� �1, �0�0�	� ��� �	��� : B+L0L!B]����
I� L % � G�G
�!��� � � �!
�����
 � 
 �!� ���/����' ���������F�(�P��� ��������
H��� �.�

τ̃
E�+ L�� � I9�(���F'(�(� � �	� � ��� '��/�����~�,�	� �.�

103 	 104 ��!�����F���0' �!
���
��7C � �(� � � ���!� �!��� ��� �.� ���!��� ��� �.�	�l�;�0� ����'����&�!�/'(
!� ���^�I� �Q���*�/�0�!�~� ��' �`� �!� �0I �Q��=
��� ���>���!�F: BZL0L!BO�*���!�

G̃
!
τ̃
���������!���(� I9�('�' �*�Z���!'��0
>�!���9� �Q�

m3/2 & 10
� � 6����!'��0���9�	�!�l��� ���

����8��~�!�!'(� ����� ���/-2� -���� 
��!� �	�(�/�^� � � I �0���D�	�!� 
!�0���Q�!-�'���� � ��� ���!� ��� �!�!� �`���!� �	��� �	�!�l� �5��' � �.���
����
 ���!�9��� �!���7��� # # E � 2/2 ` � � G��!�����!�~� -*�/����� ����'��@�E� I9�!����� '��~��
!� ��� ���!�Q� �	�~�7� � �!� '��@� �0��� � ��� ���!

���!�~���0� �Q��� �1�'��
!���9�	����� �����!��� � ���(� �9�(� �	�5��'�'(�4I � �!� � �5��'�'?G ! - �!���@�E�(� �(�/' �.�������H���Q�!-�'���� �/��� 4 5 � �

� �:^"� 6R�*C����
	 �9��� � � 6 �


 �!� ���~�����/� I9�!�~��� �	�!�;���!�l��� �����!� � �0���Q� ��� �	�!� E�+ L�� ���Q��������- ���!
!�H��� � ' �'� �/� 
!�4I9��! �E��-*�
����� �v��� �Q�/�:�5�����

m2
h̃1

� �0���$? � �Q������� C 6H�(2.�.�!
 C 6&� ` � �=
 �!� ���!�~��� ���(�!�T� �.�����0�O���!
 '��@� �0��� � ��� '����
���Q���/�!'�� �(� ���!� � �!� �U� �������U��� �	�!�/���;�.� ���!�;� � �!�����P����� I9�(��� � ���!�;� I9� �.� ' �!���/�~�K� ����� �5��'
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� �.�����  � �!�!
>��� �.���	�!�Z����'(���9�!�����!
 ���!�0�F� �Q�v�*���	�
tan β = 10

���!

tan β = 20

'��(��� I9�(���!���
�	�!� � �'� ���4I I9���!
!�4I

1.3 · 10−13 ≤ Yν̃ ≤ 4.6 · 10−13 ,
� 6&�,1 � �

I9�!����� ���9��' � �/� � ���!� � �!� �5� �����/�5��� ��� �	�!� � ����� ��� �	�!� ��� �!� E�+ L�� � ���4I �1�/�l��� I � �1��-*��� �
�	� �����!�l���H���!�H�0�/�!� � � �.�����	�9�`���Q� # # E �!���H
�� ���������~��'�'��^���0' �"����
>���>���Q� - �!���������D����� ��� �'� �/�0

E�+ L�� �
C �!
�����
?�*���!�H# # E �*�Q�!��
!����� � ���!�l��� �����!�;E�+ L�� � �����>�Q���9�	�5� �.� ���	�!�l��I � ��= �*���(�!��� �	�!�

�!�~��� ���(�!�/� �~� �(���	�0
 �(� ���!� 
!�Q� ��� �.� � � I �.!F� � 
 � 
!�0� �/�
ν̃ → νG̃

�(� ���~� ���0���A�!��� '��0��� I9�(���
�	�!�H'�� ��� ���R�!��'(��� �	� ��� �����!� �/�0
 - �!�������0'����0� E��1�/�l���	����'��0���
� ���!�S���~�)� ���!�l� �/� �	�(�&�!�~��� ���(�!�/� �5�/�
���~�.�����~� �., �	�!�v� ����=R�Q���Q�!�!
 '(��-����/�!�>� � � �	�!��I �~��= �����	�l� ��� �	�����!��� '��~��
!�(��� �	�F���!��- ��� �7-�����
 �!�1!
�	�(�/� ��� ���
���~� ��' = ���!
��H���9- �'���	�(��'(�����>B>����� ��� �	�!�0��� - �'���	�(��'(��� ���!
������ �/��'-� ��'(��� � ���!� �!���!�0�����
� ����� ��
������ � ��� -������0��������� '(��=��

νν̄ � � → π+π− �.'���� -���� � ��
!�F-!�����!���*I9�!����� �(� -������!�0��-!'(�F�0�Q�!'�

���!
 �!���&- ��� ���������0� '���=.�

π+n → π0p
�K���4I �
���~���P����
!�����~�!�����0
 �*�0� �Q����� �����	�l�������$���~��������� �
, ���0���

�!���H�!�~�/'(� �/� �!'��9�.� ' �.���F�	� �;�0��� 
 �!� �0'��0�0� ���Q�5�!�/�!� �	��� �
, ��� �	� ���7���!�&�!� �/�!'-�D�0�!�~���/�0�����&�!�l��� ����!
�!�/� �~� �(���	��
 ��� �	���;� I �.! �*��
�� 
!���~� � �0�Q�!'�
 - �.�	������� ��'('-�>� �/�/�^�G�;�!��� ���1�/�~��� �
, ��� �H�/� �	�!�
'�� �/��� ��'(�~� �����O�!� �!�!
 ���������0� ?$�Q� �1� �!� -!'����	�!�.��������! ���~��� �������/� � �!�~��� ���(�!�/� � -���� 
��!�0��
 ��� ���!���
� 
!�0� �/� �~��� ���!�����!�(' �.��� I9�@�	� ���!�I������=R�Q���Q���!
 �!�~��� ���(�!�/���2�����	� ! �!�l��� �����!�/� �b���!
 �/���/�I�������F�	�
e+e−

- ��� ��� I9�!�(���>�0�/��� ��� ������� �	� ��'(���0� ���Q�5�!�/���0�	�(� ����� I �~������
 �!� �
, ��� �	����� �!� �/��'-�;���!�l� �/� �	���
�<��������! ���!�~��� ���(�!�/� ��� # # E � �/�/�U� �0��� ��� �!
!���0
 �(� �@2/2
2���2/2 5 � �.�!
 � 2/2 � � � ����� ��� �	�!� ' �����.���0� !
�~�����!�0�D���!'-� � �Q�H���!� ��-*���0�-�$� � �����D�.�v��� �!�!� � �!�!'(�^�Q� �/� �(�����!�>
!���~�/���(��� �����	� ���!�l��� �����!�>����

�!�~��� ���(�!�!� G���� � �;�(���

(n � + n3 � � )/n � . 4 · 10−5 ���-�/�0� YX . 4 · 10−12 � 2/2 5 � � �Q� � �����!�l� ��'
���0'����FI9�(�	� �5�����K�!���!�!�!
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!�0� �/� ����� ���R� �.'�'-�>������� �!�~��� ���(�!�/�K����
�����	� ! �!�l��� �����!�/�0� L �!�Q�����~� '(�(� � �	� � ���P�!��� �!��� 
!�����~�!������
 ���F�	�!�(� I �Q��= �a����� �.�����!��
!�(�����	� �@2/2
2 � ��'('
���/����� � ��������� 
!��� ��-!-*� �!��� �Q� '��@� �0��� � �������!�Q� �	�l� �	� ���

106 ���������!�0�U�.� �	���/��� �~�!��'(���~�9�	� �;�0� �!� �/��!
���!�l� ���&-!�!�����/�!� �	���~� �5��'(����� � � ���(�����	'��&���~�.�����~������� ��,;�	�!��: B # �*�0� �Q��� � �/���(��� �	�!� �������!���9�	�
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����/�!�(�v� � ���!���������9� �.�����/� �(� ���!�

m3/2 −meν

-!' �������  �9� ���5��� �.
;��,
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ε ���
	 · Yeν < B ���
	 · (m �
���
eν −m3/2) · Y �
���

eν ∼ 10−14 � � 6 .
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���!� �Q�!���l�)����
 '(� �/��� �0'��l�;�0� �v�'���!�!
 �.�!���0���$I � �!�4I � �����D��� �.�	�!�l�O����� ���/-!�2� ���(� ��',�0�/�!� � � �.�����	�0�
B �!� �0�/�!��� � ���(��� I �9��' ��� �.
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!�(���l�!������
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 �!���0
 �!�/� !
���!�~��� ��'('-� � � �D�	�!� E�+ L�� 
���� �/� ��� 
 �!� ���Q��������- ���!
!��� � ���!�l� ��� 
!�������(�E� � ���H��� �*� � �5��'�'(�~�
��� ��� �	�!� �Q�!���~�#�/��
>���/'(
 
 �!��= � �.���	�l� 
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Ω
� � � ��� �
3/2 h2 =

m3/2

m � � �
	
Ω

� �
� � �
	 h2 ≤ Ω ��� < 0.123 .

� 6&�,1 � �

?$�Q�
m1/2 = 500

� � 6e���!

tan β = 20

��I � �$��


1.8 · 10−3 ≤ Ω
� � � ��� �
3/2 h2 ≤ 8.4 · 10−3 .
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tanβ = 10
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τ̃
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 �!��=5� �����	�l� 
!�������(�E� �	�!�l���.�!��� ���/�!� � � �������	�
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 � 
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∑

m>0

∑

n>0

[
φ(m,n)(x)eimy/Ryeinz/Rz + φ(m,−n)(x)eimy/Rye−inz/Rz

+φ(−m,n)(x)e−imy/Ryeinz/Rz + φ(−m,−n)(x)e−imy/Rye−inz/Rz

] }

=
1√

2π2RyRz

{
1√
2
φ

(0,0)
+ (x)

+
∑

n>0

[
φ

(0,n)
+ cos

(
nz

Rz

)
+ φ

(0,n)
− sin

(
nz

Rz

)]

+
∑

m>0

[
φ

(m,0)
+ cos

(
my

Ry

)
+ φ

(m,0)
− sin

(
my

Ry

)]

+
∑

m>0

∑

n>0

[
φ

(m,n)
+ cos

(
my

Ry
+
nz

Rz

)
+ φ

(m,n)
− sin

(
my

Ry
+
nz

Rz

)

+φ
(m,−n)
+ cos

(
my

Ry
− nz

Rz

)
+ φ

(m,−n)
− sin

(
my

Ry
− nz

Rz

)] }
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φ
(0,0)
+ (x) = φ(0,0)(x)

φ
(m,n)
+ (x) =

1√
2

(
φ(m,n)(x) + φ(−m,−n)(x)

)

φ
(m,n)
− (x) =

i√
2

(
φ(m,n)(x) − φ(−m,−n)(x)

)
.


 �!�(�8���0IO���@�	�(�����(�F���~� � � ���$���(�!���8���!
&�0�/���(�!��� ��� - �!� �	���l�!' �'��'-� �!��� �`�!' �	� 
!�(��-!' �/� �	�!� �)�o���;� � �)�
-����/-*�~�������0� ���$�	��� �$��'(
��#�*� � �(�����	����� �F��- ���������(�/���.� � ����
����(� I9��'�'R�*� � �.�)�H��� �Q��� �����H���!��� ��
��
�F��-����!���(�/�D�/� �.�D�!� �!�@� �/'�
��

/��:F"�?M<��
 C @��0'*) �*. �����(���
T

2/ � 2

 �+� ����� �0�/�!����
!�l� �$��'(
!�;I9������� �!��� �
����� �!��
!�~� ���!� �Q���!�(� ��'�
C���0�����/��� 
 �!�(� '��~��
!� �	� ���!�
� �/'('��4I9��� �A���0' �.�����/���*�0� I ���0� �	��� �F��- ���!�����/�D��� � � ���(�����	�

φ(m,n)(x) = φ(−m,−n)(x) ,

���;�	���.�����!'-�
φ

(m,n)
+ (x)

�����!�/��8��~���!� % ������� �	�!�(�*����' �.�	�(�/�DI �H�~���>IO���(��� ���!�I� ��
�� �F��- ���!�����/�
� �Q� �1�/�0� �$�0'�
!�v��� � �/'('��4I9���

Φ+(x, y, z) =
1√

2π2RyRz

{
1√
2
φ

(0,0)
+ (x) +

∑

n>0

φ
(0,n)
+ (x) cos

(
nz

Rz

)

+
∑

m>0

φ
(m,0)
+ (x) cos

(
my

Ry

)
+
∑

m>0

∑

n>0

[
φ

(m,n)
+ (x) cos

(
my

Ry
+
nz

Rz

)

+ φ
(m,−n)
+ (x) cos

(
my

Ry

− nz

Rz

)] }

=
1√

2π2RyRz

{
1√
2
φ

(0,0)
+ (x) +

∑

n>0

φ
(0,n)
+ (x) cos

(
nz

Rz

)

+
∑

m>0

∞∑

n=−∞
φ

(m,n)
+ (x) cos

(
my

Ry
+
nz

Rz

) }

=
1√

2π2RyRz

{
∑

n≥0

φ
(0,n)
+ (x)

1√
2δn,0

cos

(
nz

Rz

)

+
∑

m>0

∞∑

n=−∞
φ

(m,n)
+ (x) cos

(
my

Ry

+
nz

Rz

) }

��X



��� �	� ��� I � � �����$����'�'�� IO���@�	� ���!�.�;� 
!� �1��- �.�!���(�/�D� �!� �
�/�0� �$�0'�
!�v���

Φ+(x, y, z) =
1√

2π2RyRz2δn,0δm,0

[
δ0,m

∑

n≥0

+
∑

m>0

∞∑

n=−∞

]

× φ
(m,n)
+ (x) cos

(
my

Ry

+
nz

Rz

)
.

� GH�@2��

E��4I I � ���/�!����
!�l�����!�.�;� 
!� �F��-����!���(�/�D��� �$�0'�
!� I9�!�(��� �'��� ��
�
)�!��
!�~� �	���F�Q���!�(� ��'�
^��� �	�(�/���

 �!� ���Q��������- ���!
!��� � �0��� � �����0���	�9� �.����� � �

φ(m,n)(x) = φ(−m,−n)(x)

��� �	� ���9�/�!'-�
φ

(m,n)
− (x)

��� �!���!8��l���!� � �l��� �Q���;�(���U� ��� �;�(' �!� ��� ��'�� �����O�.�v�*�0� �!��� I �F�Q��� ���(�

Φ−(x, y, z) =
1√

2π2RyRz

[
δ0,m

∑

n≥0

+
∑

m>0

∞∑

n=−∞

]

× φ
(m,n)
− (x) sin

(
my

Ry
+
nz

Rz

)
.

� GH� � �

/�� ^"� MO��
 C @ �0'*)8��. �����<���
T

2/ ( � 2 × ���)�
2
× �����

2
)

+,�0� �!� �!�4I �0�/�!���(
!�~�7�	��� ��� �	�(�/� ��� �	�!��� I �I��
!
!�@�	�(�/� ��' � 2

! - �!���(������� ���;�	��� � ��
!�9�F��-����!���(�/���

 �!�K��� �	�(�/� ��� �	�!� �.�	�!�l� � I � � 2

! �#�o�5� �0� �����0� �������!'(= �$��'(
!� ��� �/���/��� �$� �I�����$�0�0�	�(�/�^�!���Q�!�!

y′ = y + π

2
Ry

� �Q� �'���2 �.�!
��G��� �$��� �	�(�/�N�!���Q���!

z′ = z + π

2
Rz

� �Q� �����2

������-*��� �	���/��'��/�;+,�0�	�
��� �!����I9�(�	�>�	�!� �����2 �����$�0�0�	�(�/��� % ���(���;���!�A���0� �!'@��� �Q�

Φ+

���!
 ���0IO���(�������;�(�����>���~���;�����
y′
���

�Q��
��~� �	� ���0� ���!�9���0�����/� �.� ���!� �Q� �!�@� �/'�
 �)�o�5� �0� �)� I � �Q��� �.���

Φ+(x, y, z) =
1√

2π2RyRz2δn,0δm,0

[
δ0,m

∞∑

n=0

+

∞∑

m=1

∞∑

n=−∞

]

× φ
(m,n)
+ (x) cos

(
my′

Ry
+
nz

Rz
− mπ

2

)
.

C �9��� �Q�2� ���!�!� �	� ��� �	�!�(� I9��'�'��*� �1�/�0�)�!��
!�~�
y′ → −y′ �@� m ���O�.�D�1�/�0�>�(� ���~�/�l�O���!
 � 
!
 �(�

m��� ��� � 
!
;�(���	�~���~��� 
 �!�~���0� �Q�������!�O�;� 
!� �1��- �.�!���(�/�;� �Q� �!��'�
��7I9���������'��� �
���������!
!�~�7�	���7�������
� 2

! �#�o�5� �0� �)� ���!
>�
����� �Q����
!
DI9�(��� ���0��-*��� � �	� �	�!�F�����0�/�!
 � 2

! �)�o���;� � �#� � ��� �*�FIO���(���	���
���

Φ++(x, y, z) =
1√

2π2RyRz2δn,0δm,0

[
δ0,m

∑

n≥0

+
∑

m>0

∞∑

n=−∞

]

× φ
(2m,n)
++ (x) cos

(
2my

Ry

+
nz

Rz

)

Φ+−(x, y, z) =
1√

2π2RyRz

[ ∞∑

m=0

∞∑

n=−∞

]
φ

(2m+1,n)
+− (x) cos

(
(2m+ 1)y

Ry

+
nz

Rz

)

� �
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� �Q� ���!�.�;� 
!� �F��-����!���(�/�D�/�

T 2/ ( � 2 × �����2 × ���
�2 )

Φ+++(x, y, z) =
1√

2πRyRz2δn,0δm,0

[
δ0,m

∞∑

n=0

+
∞∑

m=1

∞∑

n=−∞

]
φ

(2m,2n)
+++ (x)

× cos

(
2my

Ry

+
2nz

Rz

)
,

� GF��1Q� �

Φ++−(x, y, z) =
1√

2πRyRz

[
δ0,m

∞∑

n=0

+
∞∑

m=1

∞∑

n=−∞

]
φ

(2m,2n+1)
++− (x)

× cos

(
2my

Ry

+
(2n+ 1)z

Rz

)
,

� GF��1!���

Φ+−+(x, y, z) =
1√

2πRyRz

[ ∞∑

m=0

∞∑

n=−∞

]
φ

(2m+1,2n)
+−+ (x)

× cos

(
(2m+ 1)y

Ry
+

(2n)z

Rz

)
,

� GF��1�� �

Φ+−−(x, y, z) =
1√

2πRyRz

[ ∞∑

m=0

∞∑

n=−∞

]
φ

(2m+1,2n+1)
+−− (x)

× cos

(
(2m + 1)y

Ry
+

(2n+ 1)z

Rz

)
,

� GF��1�
��

Φ−++(x, y, z) =
1√

2πRyRz

[ ∞∑

m=0

∞∑

n=−∞

]
φ

(2m+1,2n+1)
−++ (x)

× sin

(
(2m+ 1)y

Ry
+

(2n+ 1)z

Rz

)
,

� GF��1�� �

Φ−+−(x, y, z) =
1√

2πRyRz

[ ∞∑

m=0

∞∑

n=−∞

]
φ

(2m+1,2n)
−+− (x)

× sin

(
(2m + 1)y

Ry
+

2nz

Rz

)
,

� GH�,1.� �

Φ−−+(x, y, z) =
1√

2πRyRz

[
δ0,m

∞∑

n=0

+
∞∑

m=1

∞∑

n=−∞

]
φ

(2m,2n+1)
++− (x)

× sin

(
2my

Ry
+

(2n+ 1)z

Rz

)
,

� GF��1'� �

Φ−−−(x, y, z) =
1√

2πRyRz

[
δ0,m

∞∑

n=0

+
∞∑

m=1

∞∑

n=−∞

]
φ

(2m,2n)
−−− (x)

× sin

(
2my

Ry

+
(2n)z

Rz

)
.

� GF��1����

� �
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�'��' � �.��� �	�!�F:������ � � � �����;�
��'��0�O�����0�/�!����
!�l�9� I � ����� �9I9������� I9��'�' -���� �/� - �!� �	�(�1!
�!' �'��'-�5�!���0�`�!',� �Q� ���!��� �~��'��l�!' �.�����/� �

F̃(s; a, c)


 �!�&� ��� ������� I9�!�(���DI � I9��'�' �!���0
>�(�b�/�-����� �2�

F̃ (s; a, c) ≡
∞∑

m=0

1

[(m + a)2 + c2]s


 �!��� �(� � ���~���(��� ���7���!�T�/�����~� �.'�������
 D -!� �	���(��! �v����I9�@�	8&80�0� � �E� -*��� 
 �!�T���0� �!'@� � ���>�*�H� �Q�!��

����� 2 �Q��� �.�!
 ���O�/�-�����G�2�

F̃ (s; a, c) =
c−2s

Γ(s)

∞∑

m=0

(−1)mΓ(m+ s)

m!
c−2mζH(−2m, a)

+
√
π

Γ(s− 1
2
)

2Γ(s)
c1−2s

+
2πs

Γ(s)
c1/2−s

∞∑

p=1

ps−1/2 cos(2πpa)Ks−1/2(2πpc)

I9�!�~���
ζH(s, a)

�(� �	��� �v����I9�@�	8 80�0� � �`���!�0�����/��� ?$�Q� �!�,�@��I9��'(''�*� � � -*�Q��� ����� �	���.�
ζH(−2m, 0) =

ζH(−2n, 1/2) = 0
� �Q�

m ∈ �]�.�!

n ∈ �

0

�=
 �!�~���0� �Q�����	�!� � ��� � �	�l� � ���
F̃ (s; a, c)

����'�' �.-!���0�
���>�Q�����~�����.� ?$�Q�

a = 1/2
I �&� ��� 
����/->�	�!�S���������	�l� � ���Q� -!'(�0�	�0'-� ����
 � �Q�

a = 0
�/�!'�� �	�!�

� ��� � �	�l� � �(� �	�!� ����� ����� � ��� �����	�0�&I9�(���
ζH(0, 0) = +1/2

� C � �	�!�(�&� �.��� �	�!�5������� '(���!� ���
��� �;-!'�� ���-�/�0�)�2�

+1/2c−2s �

F(s; a, c)

G ����' �.�	�0
 � ��� I9������� I � I9��'(' ��'(��� �!���0
D�`�����R�!�0� ��'-� �(�

F (s; a, c) ≡
∞∑

m=−∞

1

[(m + a)2 + c2]s
.

#'� �Q�����~�#� ����� �	� ���

ζH(−2m, a) = −ζH(−2m, 1 − a)

� �Q�
m ∈ �����!
 �	� �.�

F (s; a, c) = F̃ (s; a, c) + F̃ (s; 1 − a, c)

� 	



� � � �	��
 � ��� 	 � � � � ��
 � �

I �F�~��� � ������'�� �Q��� �����
F (s; a, c)

�.�*� - �'���	�(�~�!' �!� �~����� ���
F̃ (s; a, c)

�

F (s; a, c) =

√
π

Γ(s)
|c|1−2s

[
Γ
(
s− 1

2

)
+ 4

+∞∑

p=1

cos(2πpa)(π p |c|)s− 1

2Ks− 1

2

(2π p |c|)
]
.

D=�R�!��-�- �0
 I9�@�	� ���!����� � �Q� �I�!' ��� I �����Q� � � ����= �	�H���!� � �.'��~��' �.�����/� ���,�	��� :������ �;� � �0�!�~����� �(�
�Q� � ��-*���0�-�$� ���0� ��-��7+,�0���!� � � �!� � I9�(���&�	�!��:��.��� � � � ���!�l� ���H�/�

T 2/ ( � 2 × � �)�2 × � ���2 )
� G�' �*���(�

� �Q��� �(�2�/�/'��/��
?�!I � � ��� �~�����('-������� � ���(�0�9�	���9�������!'(� ��� ���!� � �����F�.�
T 2/ � 2

�

F"� /���#%)*. �L& �L	K6R�8& ���
T

2/ ( � 2 × � �)�
2
× � ���

2
)

#%)*.;CQ/

 � � ��� ���0�/�!����
!�l�9���!� � ����� I9�!�~���
[∑]

m,n
=

∞∑

m=0

∞∑

n=−∞
.

C � �	�!�(� � ����� ���!� � ��� � ��� � � IO���(������� ���
∞∑

m=0

∞∑

n=−∞

[
e2(m+ α)2 + (n+ β)2) + µ2

]−s
.

I9�!�l��� I �.�������~��'��0

s→ s+ 2

�.�!
>
��
�$�!�0

µ2 = R2

z

4
M2 � % ���(��� �	�!� �1��-�������������� ��� F (s; a, c)I �F�~��� - �l��� �Q��� �	��� ����� � �/�l�

n
�

∞∑

m=0

∞∑

n=−∞

[
e2(m + α)2 + (n+ β)2) + µ2

]−s

=

∞∑

m=0

{ √
π

Γ(s)
(
√
e2(m+ α)2 + µ2)1−2s

[
Γ(s− 1

2
)

+ 4
+∞∑

p=1

cos(2πpβ)
(
π p
√
e2(m+ α)2 + µ2

)s− 1

2

Ks− 1

2

(2π p
√
e2(m+ α)2 + µ2)

]}

=
√
π

Γ(s− 1
2
)

Γ(s)

∞∑

m=0

(e2(m+ α)2 + µ2)1/2−s

+
4
√
π

Γ(s)

+∞∑

p=1

cos(2πpβ)
∞∑

m=0

(π p)s−1
2

(√
e2(m+ α)2 + µ2

) 1

2
−s

Ks− 1

2

(2π p
√
e2(m+ α)2 + µ2)

≡f1(s) + f2(s) .

� �



+,�0�K�!�����/�!�0����� � �.�	�H�/�
f1(s)

� �Q���!�4I �*
 �!� ����� � ���~�
m

� �.� � �F- �l��� �Q���;�0
 I9�(��� �	�!�H�!��'(-
���
F̃ (s; a, c)

�

f1(s) =
√
π

Γ(s− 1
2
)

Γ(s)

∞∑

m=0

(e2(m + α)2 + µ2)1/2−s

=
√
π

Γ(s− 1
2
)

Γ(s)
e1−2s

{(µ
e

)1−2s

ζH(0, α)

+
√
π

Γ(s− 1)

2Γ(s− 1/2)

(
µ
e

)2−2s

+
2πs−1/2

Γ(s− 1/2)

(
µ
e

)1−s
∞∑

p=1

ps−1 cos(2πpα)Ks−1(2πp
(

µ
e

)
)

}

=
√
π

Γ(s− 1/2)

Γ(s)
µ1−2sζH(0, α)

+
π

2(s− 1)

µ2−2s

e

+
2πs

Γ(s)
e−sµ1−s

∞∑

p=1

ps−1 cos(2πpα)Ks−1(2πp
(

µ
e

)
)
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ζ(s)
�.�

ζ(s) =
1

32π2
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4

R2
z

)−s
1

(s)(s+ 1)

{√
π

Γ(s− 1/2)

Γ(s)
µ1−2sζH(0, α)

+
π

2(s− 1)

µ2−2s

e

+
2πs

Γ(s)
e−sµ1−s

∞∑

p=1

ps−1 cos(2πpα)Ks−1(2πp
(

µ
e

)
)

+
4
√
π

Γ(s)

+∞∑

p=1

cos(2πpβ)

∞∑

m=0

(π p)s−1
2

(√
e2(m+ α)2 + µ2

) 1

2
−s

Ks− 1

2

(2π p
√
e2(m+ α)2 + µ2)
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= −Γ
′
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Γ(s)2

∣∣∣∣
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= +2
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s
ζ(s)

∣∣∣∣
s=−2

=
1

2π2R4
z

1

2

{
− 16π

15
µ5ζH(0, α)

+
πµ6

36e

[
−11 + 6 log(4/R2

z) + 12 log(µ)
]

+
4

π2
e2µ3

∞∑

p=1

cos(2πpα)

p3
K3(2πp

(
µ
e

)
)

+
8

π2

+∞∑

p=1

cos(2πpβ)

p5/2

∞∑

m=0

(
e2(m + α)2 + µ2

) 5

4 K5/2(2π p
√
e2(m+ α)2 + µ2)

}
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Ka(z) = K−a(z)
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e = Rz/Ry
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µ = RzM/2
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V α,β,M
s, � = − 1

4π2R4
z

{
− 16π
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M5R5
z

32
ζH(0, α)

+ π
RyR

5
zM

6

2304
[−11 + 12 log(M)]

+
4

π2

R5
zM

3

8R2
y

∞∑

p=1

cos(2πpα)

p3
K3(πpMRy)

+
8

π2

(
Rz

Ry

)5/2 +∞∑

p=1

cos(2πpβ)

p5/2

∞∑

m=0

(
(m+ α)2 +
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y

4

) 5
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2π p Rz

Ry

√
(m + α)2 +M2R2

y/4
)}

.
� GF� ` �

Q �



#>)�.;C<F


 �!��� ��� � ��I � �0�/�!���(
!�~� ���!� � ����� I9�!�l���

[∑]
m,n

=

[
δ0,m

∞∑

n=0

+

∞∑

m=1

∞∑

n=−∞

]
.
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[
δ0,m

∞∑

n=0

+
∞∑

m=1

∞∑

n=−∞

]
[
e2(m+ α)2 + (n+ β)2 + µ2

]−s

=

∞∑

n=0

[
e2α2 + (n + β)2 + µ2

]−s

+

[ ∞∑

m=0

∞∑

n=−∞
−δm,0

∞∑

n=−∞

]
[
e2(m+ α)2 + (n + β)2 + µ2

]−s
,
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z

4
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f3(s)
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∞∑

n=−∞

[
(n+ β)2 + e2α2 + µ2

]−s

=

∞∑

n=0

[
(n + β)2 + e2α2 + µ2

]−s
+

∞∑

n=0

[
(n + 1 − β)2 + e2α2 + µ2

]−s
.
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f3(s)
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f3(s) = −
∞∑

n=0

[
(n+ 1 − β)2 + e2α2 + µ2

]−s

= −
(
e2α2 + µ2

)−s
ζH(0, 1 − β)

−√
π

Γ(s− 1
2
)

2Γ(s)

(
e2α2 + µ2

)1/2−s

− 2πs

Γ(s)

(
e2α2 + µ2

)1/4−s/2
∞∑

p=1

ps−1/2 cos(2πp(1 − β))Ks−1/2(2πp
√
e2α2 + µ2) .
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ζH (0, 1) = −1/2
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ζH(−2m, 1) = 0
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ζ(s)

����
>
!�0�!����� �@�
ζ3(s)

�

ζ3(s) = − 1

32π2

1

s(s+ 1)

(
4

R2
z

)−s{(
e2α2 + µ2

)−s
ζH(0, 1 − β)

+
√
π

Γ(s− 1
2
)

2Γ(s)

√
e2α2 + µ2

1−2s

+
2πs

Γ(s)

√
e2α2 + µ2

1/2−s
∞∑

p=1

ps−1/2 cos(2πp(1 − β))Ks−1/2(2πp
√
e2α2 + µ2)

}
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ζ3(s)

ds

∣∣∣∣
s=−2

= − 1

4π2R4
z

{
(e2α2 + µ2)2

[
3

2
− log(e2α2 + µ2) − log(4/R2

z)

]
ζH(0, 1 − β)

− 8π

15

(
e2α2 + µ2

)5/2

+
4

π2

(
e2α2 + µ2

)5/4
∞∑

p=1

cos(2πp(1 − β))

p5/2
K5/2(2πp

√
e2α2 + µ2)

}
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Γ(−5/2) = −8/15
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e = Rz/Ry
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µ = RzM/2
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V α,β,M
s, � � =V α,β,M
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− 1

4π2R4
z

{
− R4

z

R4
y

(
α2 +

M2R2
y

4

)2 [
3

2
− log

(
4α2

R2
y

+M2
) ]

ζH(0, 1 − β)

+
8π

15

R5
z

R5
y

(
α2 +

M2R2
y

4

)5/2

− 4

π2

(
Rz

Ry

)5/2 (
α2 +

M2R2
y

4

)5/4
∞∑

p=1

cos(2πp(1 − β))

p5/2

K5/2

(
2πpRz

Ry

√
α2 +M2R2

y/4
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T 2/ ( � 2 × � ���2 × � ���2 )
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RyRz � 1
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 ���
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!��� � �	�~���;��I9��'�' � � O(x0)
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 ��� �������
�!�/��!J�'���!�����!��� �&�	�~���;� I9�('�' �*� O(x2)

�

^"� /��
T

2/ � 2

 � 
����!����� �	�!� �	�l� � � ��� �	�!� :��.��� � � � ���!�l� �����$�
V i � i = 1, ..., 5
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K3

(
2πpe−1/2x

)
=

e3/2

p3π3x3
− e1/2

2pπx
+ O(x) .
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(
m2 +

x2

e

) 5

4

K5/2

(
2π p e1/2

√
em2 + x2

)

= e−2πpme

{
3 + 6πpme+ 4π2p2m2e2

8π2p5/2e5/2
− 1 + 2πpme

4p1/2e3/2
x2 + O(x4)

}
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1

64π2R4
z

8
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Rz

Ry
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1
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∞∑
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e−2πpme 1 + 2πpme

4p1/2e3/2
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1

64π2R4
z

8

π2

(
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1

p3
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1
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}
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z
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=
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− e1/2

pπx
+ O(x)
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(m+ α)2 + x2 Ry

4Rz
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2πpRz
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√
(m+ α)2 + x2 Ry

4Rz

)

= e−2πp(m+α)Rz/Ry
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3 + 6πp(Rz/Ry)(m + α) + 4π2p2(Rz/Ry)
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∞∑
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∞∑
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