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g̃µν(x, t) = gµν(t) + δgµν(x, t) ,
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φ̃(x, t) = φ(t) + δφ(x, t).
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âk uk(τ) e

ik.x + â
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H
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H
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√
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Y`m

�

f(θ, ϕ) =
∞∑

`=0

∑̀

m=−`

a`m Y`m(θ, ϕ).
_65/O,bdc

�l�� �7'�> 98:7'�, '�7�+�
a`m

7'"6�tCD E =<k1��) '���) '-Q�,�p�+ '�)0��l�A:
f
$>�^"

a`m ≡
∫ -

Ω Y ∗
`m(θ, ϕ) f(θ, ϕ),

_;5fO=<�c
"6��-h�+�� 

Y`m
"A�� E-� 9s��� '-tC�F

Y`m(θ, ϕ) ≡
√

2`+ 1

4π

(`−m)!

(`+m)!
P `

m(cos θ) eimϕ,
_65fO?>7c

�[�� '�) 
P `

m

���["A�t"A�����@7'��"A�+ 9-4Ar 9?� '��-*�� E13�6I,F>����02�^"6ICB{bEDGF H�O
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f
�

F (θ, ϕ) =
f(θ, ϕ)

〈f(θ, ϕ)〉 − 1,
_65/O?D�c
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c(θ) = 〈F (θ1, ϕ1)F (θ2, ϕ2)〉.
_65/O_^�c
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θ = |θ1 − θ2|"6��-h�+�� 
a`m

�A:
F
��"A�+�,�): F

〈a`m a`′m′〉 = δ``′ δmm′ C`.
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"6�� .�����Z�[�}"6�E�+�� aJLK@MLN\OPJLQcb%SUdeV�Q�fgb%VTR�X6QhN\i �6:
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∆C`

C`
=

√
2

2`+ 1
.
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�6:*�+�� o�)1��� 9�� l���C7'�Z$� 9�� 9-R�
���� 7'���)0�� 7W$6"A���^"A�q7' U�,�q7'�) %"6�) '�l�+�

∆C`

C`

=

√
2

(2`+ 1) f �����
.
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�p����� !��Z� !#�%$'&)(,&��I��1 �
	�$�� ���6$Z1 &)&�

� �����)��-� 9�j"6�� =<k1D '�)��02 '�7�20� '"6��(��)����?g���� N$A"6I,(� '�.�6:
n
��C��� 9�)$A"6C�I, '�

d ��� �
=
(
d ��� �

1 , ..., d ��� �

n

) O
�l�����8���i�+�/C3 �7'�60�1#"A�� '-2�[�,�����+�* !1��) '-�� 79���������8�6:�"�0��>-� 9I M :@�����+�� 9�� WS�(#"A�����,���� '�9��?��,$6 '�KC7F
d ��� =

(
d ���1 , ..., d ���n

) O
Xn U�[��I�I;"6���)(�02 E:@�6�l���Z���+��"A�l�+�� 

d ���i
"A�� U:@�� 9 E$A"6�)�^"6C*I� '�o"6��-h-� 9s��� f"B$� 979�����

x ≡ d ��� � − d��� . _65fO?F7c
XY 7'"6�t�*�d� �[���L�+ W�+�* �I,���A 'I��,���>�k-����p�+ 9��02�G�A:

x �
L(d ��� � |d ��� ) = L(x + d ��� |d ��� ). _;5fOLb��7c

� I� '"6��ILF��#"A�
x = 0

�k�� ��#"%$� 
L(d��� |d ��� ) = 1,

_65fOLb�bdc
�� '�s7' E�� �0V(��4�[C3 �"A�G"BI��@7%"AIR0j"d<*�,0V(�0 L ����� O Ar 9�G(��[���Z��-* 9s#�� 

χ2��� = −2 ln (L/L ����� ) = −2 lnL _65/O,b <6c
"6��-N =<k1#"6�*-N�������[S�(#"6�7�+�L�Fp���K���� 

xi �

χ2��� (x) = χ2��� (x = 0) +
n∑

i

∂χ2� �
∂xi

∣∣∣∣
x=0

xi + 1
2

n∑

i

n∑

j

∂2χ2���
∂xi∂xj

∣∣∣∣
x=0

xi xj + O(3).
_65/O,bu>�c

�l�� Ws#�)�)�l�+ 9��0 ���o�9 '���.CD 27'"6(��� E�6:C3�S�(#"A�������T_;5fOLb�bdc=�>�+�� U�) 279����-h$6"A�����)�� '�lCD 27'"6(��� 
x = 0

���
"BI��@7%"6IR02���*��0V(�0��6:

χ2��� �*���.�� ��#"%$� 

χ2��� (x) = 1
2

n∑

i

n∑

j

∂2χ2���
∂xi∂xj

∣∣∣∣
x=0

xi xj + O(3),
_65/O,bED7c

���'�*���h0j"m�+���{<K�*�6�5"A�������

χ2��� (x) = xi C
−1
ij xj + O(3) = x ! C−1 x + O(3),

_65/O,b ^6c
�[�� '�) 

C
�������� p7'�Z$A"6����"6�q79 W0j"m�+���{<2�[���'75�hC#"6�)�'7'"6I�ILF�-* '� 79���,C3 9�o�+�� p79(��)$A"A��(��� U�6:

χ2��� "6�)��(���-
�,���U0��,����0V(*0�"A��-n�L�+�U�6|�u-*�^"6?��6�#"6IH '�7�+�)�� '��-� 9� 7'�)��CD B�+�� 7'�6���� 9I^"A�������gCD 9��� ' 9�n$A"6�)�^"6C�I, '�9OB��:
�� N�� 9?�I� 979�.�+�� h���,?��� 9�2�6��-� 9�:79�����) 27=�+���6���2"6��- "6���)(�0� p���� h-#"A�5"g�+�
CD t(*�q7'���)�� 9I^"A�� '-R�i�+�� 
7'�Z$A"6����"6�q79 80�"A�����L<!�[��I,I�CD 8-*�^"6?��6�#"6I�"A��-/-* 9s#���,��?

Cii = σ2
i

�� 8�� 97'�Z$� 9�x���� 7'I^"A����� 7%"6IA�+ =<>��C3�>���
-� 9s����,�������h�6:

χ2 B?^ ^UH �

χ2� � (d ���i ) '
∑

i

(
d ��� �

i − d ���i
σi

)2

= χ2(d ��� ), _;5fOLbu`7c

7'���)�� 9��1D����-��,��?B�+��".0f(�I,���,$A"6����"A�+ �"E"6(����)�^"6�hI,���6 9I��,���k�>-j1D-*:

L(d ��� � |d ��� ) ' exp
[
−1

2
x ! C−1 x

]
=

n∏

i

1√
2πσ2

i

e−x2

i /2σ2

i .
_;5fOLb x�c

�$#
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v#��� 7'�6���� 9I^"A�� '-T��C��) '�)$A"6C*I� '�E�+��"A�E:@��I�I,�d� ���*-��,$>��-*(#"6I "E"6(��)���^"A�nI,���6 9I��,���k�>-Q-��,�)������C*(*�+�,�����'�R�� 
����(�I,-��� 9 '-Q"2-#"A�+".$6 279�����

d ��� � "A��-Q":7'�Z$A"6����"6�q7' E0�"A�+�)�L<
C
����(�1*1�I��, '-�C7Fp���� / ~<k13 9����02 '�7�'�

���2 =$A"6I�(#"m�+ W�+�* ��Z$6 '�+"AI�IrI��,�6 9I����*�k�>-�:@���["B?��L$� 9�t1��) '-�� 79�������h�6:x��(��l02�k-* 'IaO
��:o�+�� � '�)�����)�V"6�) j�����>u "E"6(����)�^"6�;��"6�/���E:@���������4�5"6�q79 ����� �7'"6�� j�[�L�+� knmpo�-#"A�+"*�]"N��"%F>I��6�

 ~<*1�"6�����,���T�6:
χ2��� �[�,I�I��*�6�EC3 .�)(s8:7'�� 9�7�V"6�*-Y"p02���� v7'"6�� =:@(�I]�+�) %"A��0� 9�����,�U�� ' 9-� '-R�H�� 9 2:@�6�

�,���)�+"6�q7' ��[ 9:@�9O BLb ^ ����b ^L<UHR:@���["B-��,� 7'(*�����,���RO

���



�p���4!�� !�������& � �9��� !#�%$'&c(
	 ��(�� �%$ &c(� $ ��1�� *��#$ � �'!#�%$ (�� -0/ ���n�%�9!

P � 7'�,I�I�"A�+�,�����r�����+�� �-#"6�)��0�"A�)�+ '�H1D�d�� '����1D 279����(�0�-�(� ��+�W" 7'��(��4�+� 7���� 7'��I,I^"A�������*�r���/���� �1*I^"6�)0j"
1����,���o�+��-� 279��(�1�I,����?.�) '��(*I,�!���N"6���)����?6I� U1D %"6�p�,�N���� �����Au�13���,�7� 79�����) 'I�"A�+�,���K:@(��q7=�+���6�t�6:x�+�� 
-����4�+�)��C�(*�������Y�6:G?7"6I^"d<*�, '�

ξ(r)
On�� �[ 9: O B?< � H����+�� h"A(*�+���6���B�� 913�6�)�V���� p-� 9�� 27=�+���6���A:!�)(q75� "

13 '"6�g"6�*-n�,-� '�7�+�L: FQ�L��"6�p7'���)�� 9��1D����-��,��?N���p�+�� .C#"6�4F����*�'7.��� 79��I,I^"A���������!�6:8�+�� .0�"A���� '�U1D�d�� '�
��1D 27=�+��(*0tO
rk���s7' G"6�7FB��� 7'��I,I^"A�������/�6:��+�� [�)13 979�+�)(�0N�>�) '?7"A��-�I, '���i�6:3�,���������,?����;�A�[��I,I*I, %"6-B�+��"W:@ %"m�+(��) l���B�+�� 
7'���)�� 9I^"A�������K:@(��s79�+�,���R���������[-#"A�+"2�) 9�!���[1#"6�4�+� 7'(�I�"6��ILF��� 'I,Ir��(��L�+ '-N�+�:7'���*�)�+��"6���*����?B��� 7'�,I�I^"m�+���6���
�����+�� t�����L�+�^"AIo13�Z�� '�K�)13 979����(�0 "6���� 'I,Ia�o1*���Z$>��-� 9-��+�#"m�j�+�* t:@ %"m�+(��) '�K"A�� ��*�6� 79��0�1*I� 9�� 'ILF
�o"A���� 9-���(*�[��������(*?��h��(�C��) 'S�(� 9���W 9$��6I�(*�������RO
�l�� 07'���)�� 9I^"A�������h:@(��q7=�+���6�����G�� 9I^"A�� '-��������� f0�"A���� '�G13�Z�� '�!��1D 279����(�0

P (k)
$>�^"�"Kv#��(����, '�

�+��"6���):@�6��0 �
ξ(r) ∝

∞∫

0

-
k k2P (k)

sin kr

kr
.

_;5fOLb �7c

�x 975����� 7%"6I,I,F����+�* &(�1�1D '��I��,0��L���6:R���� &�,���� '?���"6I#���6(�I�-KCD &�)��02 !(�IL�+��"Z$>�,��I� =� 7'(*���6|
kUV

�@75������ 9�
��(q75�t�+�#"A�G�+�* f '�)�����[�,�

ξ
���G��0�"6I�I�_� 1%

c~O[v��6�[���� �� 7%"AI� '� 7'�Z$� 9�� 9-QC7FN���� ��������f-�"A�5"*����O  AO,�
7'��02�Z$>����?g�) '1#"6��"A�+�,�����.CD 9��� ' '� b <g"6��- b x ^

h−1 � 1 76�i�+���,�B�� 9S>(*���� 9�2"T02��02 '�7�+(�0 7'(k�+�6|
kUV > 1 h/ �

1 7AO"5o�[���� '�) ���"%$� '��(�0fC3 9���'�3���Z�� =$� 9�'�D������I,���� '"6�o 9|3 27=�+��7%"6�*���6�GC3 E�� 9?�I� 979�� '-
"6�7F>0����) 6���[��� 75�t0�"6�A '�l�+�� U���� '���) 9���'7%"AIR1��� 9-��'7=�+�,���h�6:

ξ
�)��02 9�[�#"A�l����� 75��F6O

�l�� &�)�5"A��-#"6�)-p1����@7' 9-�(��� &�����6(*�+I,���� 9-j���j�� 27=�+�,��� D�O=</�6: �[ 9: O]B=< �UHR"6�*-K���7$��6I,$� 9� 7'�6���� 979���������
:@���]�) '-��)���,: ���)1#"L79 G-*���)�����)�������;�6�����*I����* %"6�C7'I�(*�)�+ 9���,��?���� 7%"6I, l-� '1D '��-* '�7�8C��^"6�9��"6��-."W�)0��>�6�+�*����?
�6:]:@ '"A�+(��) '�!�����)0j"6I,IR� 7'"6I� 9�&-�(* /�+�202�k-� �7'�6(�1�I��,��?�O�5&I�I��6:x�+�� 9�� V02 9�����>-��G�� '�) �7'"6I��,C��+"A�� '-
�[�,���j�����*I����* %"6���)��0V(�I�"A�+�,�������,�j"E$6"A����I,I^"c7'�6��02��I���?AFB�� =���+�,��?V"A��-j�L���,���*�6�8��C7$k�,��(��8�+�#"A�8�+�* 9F
�����6(�I�-nC3 j"61�1�I,�'7%"AC�I� B�+�t��(���7%"6�) 6OhXy�,���n�+�* j =<\79 '1*�������z�A:o�+�� ���02�k�A�+���,��?������Z�� =$� 9�'���+�� 
 9|3 27=�&�6:H�+�* '�� 07'���)�� 979�+�,�����[���h�+�� 79�����) 'I^"m�+���6�K:@(��q79�������N���l�)0j"AI�I� 9���+��"6�nb ���M"6��-h�[��I,IR����ILF
C3 U�*�6�+� 7' %"AC�I� E"A�o� 7%"AI� '�

< 40h−1 � 1 72_@�� ' /v��,?�(��� p^f�6: �[ 9: O B=< �UH c~O"rk�. 9$� 9���L:H�� �"6���)(�02 /"
I^"6�)?� o(��s7' '�4�5"6�,�7�F.���B�+�� [���6��I��,�� %"6� 7'���)�� 27=�+�,�����'������ G"L7279(��+" 79F.�6:D�+�� l���� '���) 9���'7%"AIq7'���)�� 9I^"A�������
:@(��q7=�+���6�T�[�,I�I��4�+�,I�I]CD ��A:����)-� '��"p:@ 9� 1D '� 7' 9���'�x���#"A�����U�)0j"6I,I� 9�&�+�#"A�T���� � 9���)���EC#"6���E�6:��+�� 
-#"A�+"*O

Ar 9�E(*��I,�k�6��"A�&�+�� .��02�>�6�+���,��?K1��)�\79 '-�(*�� .���T"pC��,�W0����) V-� =�5"6�,IaOf��g���� .(���(#"AI#7%"6�) 6�r�+�� 
-� 9�[�,?�?�I, '-����+"6���4:@ '�&:@(*�q79�������

T ���
���&"j�� 9��?��7�� '-g���7�� '��1D��I�"A�+�,���tCD 9��� ' 9�T���� VI,���� '"6�G���+"6�*�):@ '�

:@(��q7=�+���6�
T �! !"

"6��-h�+�* 03��,�� '�*�)�+ 9���ku$#!(�BLbu^L> Hr���mu��[��?6?�I� G�+�+"A���):@ 9�[:@(*�q79�������
T "%�

T �&� (k) = w(k)T �! !" (k) + (1 − w(k)) T "%� ,
_;5fOLbuF7c

�[�,���n"j�� '�,?��7�E:@(��q79�������
w(k) = exp [−(ak)2]

"6��-
a = 7h−1 � 1 76OV�l�*���U���U�) 'I�"A�+ 9-Q�+�p�+�� 

-� 9�[�,?�?�I, '-h��1D 27=�+��(*0�C�F
P ��� (k) = k T 2�&� (k)PR(k).

_65fO=< �7c
��N�+�� 07%"6�) f�6:i"2�����ku���02�k�A�+��1*����02���)-��^"6I313�Z�� '�!��1D 279����(�0 PR(k)

�D���� ����*��(�I�-��6:#7'�6(����) 
"6I��)�B-� 9�[�,?�?�I, !�+�* U�����L�+�^"AI�:@ %"A��(��� 9�'Oi��h����-� 9���+�B�) 279�d$6 '�l�+�* U�)�5"A��-#"6�)-N1*���@7' '-*(��� W:@����13�Z�� '�4u

�('
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I�"Z� ��1D 27=�+��"*���� E�[��I,I;�,���)�� %"6-N��02�k�A�+�K�+�* �S�(#"A�����,�F

T̂ (k) ≡ (P (k)/k)1/2 = T (k)
√
PR(k).

_65/O_<>bdc

�l�� 
(��� T�6:��+�� 
���Aua�[��?�?6I� ����+"6���4:@ '�p:@(��q7=�+�,���y�� '�4�+�N���y�+�� T"6�)��(�021*�+�,��� �+�#"m�N"A�N��0�"6I�I
� 7%"6I, '�'��02�k-* p7'��(�1*I����*?.�[�,I�ID�+�6�+"6I�ILFK '��"6�� �"6I,IR�)����(q7=�+(��) 6���[���'75�N���[�) %"6�)���#"6C�I, �"6�[I�����?2"6�l���� 
"6021�I,�,�+(*-� U�6:]:@ '"A�+(��) '�W�,�[�6:]�+�* f�+"A0� �����-* '�W"A�!�+��"A�&�A:]�+�� �C#"6�4F�������� 79��I�I�"A�+�,�����9Oov#���G0V(q75�
I�"6��?� 9���6� 7'�,I�I�"A�+�,�����'�702�>-� )79��(�1�I,����?/0��,?��7�����A�oCD W 98:7'�, '�7�l 9����(�?��K���V '��"6�� E"AI�I��)����(q7=�+(��) 6�#�,�
�,�UI����A 'ILF��+��"A�E����02 B�� 9���,-�(#"6I���� 7'�,I�I^"m�+���6���G�[�,I�Ix�� '0�"6�,�RO rk�N�����4�+ '"6-
�6:o"h���Aua�[��?�?6I� 

T̂ " �
�R�� 

�[�,I�I;(*�� /".�)0��>�6���� '-
T̂ �

-� 9s#�* '-�C7F

T̂ � (k, q) = exp




1

q

ln k+q/2∫

ln k−q/2

-
lnk′ ln

[
T̂ �! !" (k′)

]

 ,

_65/O_< <6c

��O  AO,�!" 7'���7$6��I�(*������� �A:
T̂ �! !"

�[�L�+�y"z�+��1 ��"A�K:@(��q7=�+�,��� �6:E�[��-*���
q
��� I,��?Au�I���?T��1#" 7' 6O��l�� 

-� =�[��?�?6I� '-h1D�Z�� 9�G�)13 979����(�0��,�o�+�� 9�t?��L$� 9�tC7F

P ��� (k, q) = k
(
w(k) T̂ �! !" (k) + (1 − w(k)) T̂ � (k, q)

)2

.
_65/O_<L>�c

Xy�,�+�*��(*�G�+(��)������?2�+�
N
uCD�>-*FN����0f(�I^"A�������*�G�L�!����(�I,-QCD f�#"6�)-��+�j '�)����0�"A�+ ����Z��0V(q75������ 

�)13 979�+�)(�0 �[�,I�IG�#"%$� Q���}C3 Q�)0��>�6���� '-R�l������(�?��;O��l�* '�� =:@���� A�G�� g�[��I,IG-* 9�+ 9��02���� t�+�� jo ���
I,���6 9I��,���k�>- L ����� C7Fh0�"6��?��,�#"6I,�����,��?��d$6 '� q �

L ���	� =

∫ -
qL(q)π(q).

_;5fO=< D�c

Xn B�5"6�A 2���� .1����,���
π(q)

���tCD 2"p����1T�#"A�E:@(��q7=�+���6�TCD 9��� ' 9�
q = 0

_q��O  AO,�����N��02�k�A�+���,��?h"A�
"6I,I c&"A��-Y"A�n(�1*13 9�E$A"6I,(� 

q ����� � 75�����) '�z�)(q75�n���#"A���,�WI��� 9�U���T"h�� '?6�����g�[�� 9�� L(q)
���Uw�"m�E���

q
� 79�����) '�)13���*-�����?2�+�j"
7'�60�1�I, 9�� /�)0��>�6�+�*����?�O������(��G��(�02 '��� 7%"6I 79�k-� A�D�� B"61*1����%<k��0�"A�+ U���� 
�,���� '?���"6Ii_;5fO=< D�c�C7FN"%$� '��"6?��,��?B�+�� EI��,�6 9I����*�k�>-j�Z$� 9�

N
$A"6I,(� '�l�A:

q �

− lnL ���	� ' � �,� (− lnL(qi)) − ln

[
1

N

N∑

i=1

L(qi)
� "m< (L(qi))

]
,

_65/O_< ^6c

�[�L�+�
qi = (i− 1) q ����� /(N − 1)

O

��
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B{b2H 5fO #�O "E(k�+�R����7F>�'O �G =$DO������R��>LD xh_ buF��*bdc~O
B?<UH 5fO #�O "E(k�+�N"6��-4r3O��VO�i�������F>�9O �[ 9$DO Ar 9�)�%O����R�rb�b�b��h_ buF��G<6c=O
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