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Zusammenfassung

Es wird ein wahrscheinlichkeitstheoretisches Verfahren zur Berechnung von Autokor-
relationsfunktionen fiir den Mikrolinseneffekt hergeleitet. Den Ansatz von Deguchi
und Watson [10] aufgreifend, wird die Ermittlung einer Autokorrelationsfunktion mit-
tels Holtzmark—Markov Methode auf die numerische Berechnung von R2-Integralen
zuriickgefiihrt. Aus gemessenen Lichtkurven von Mehrfachquasaren bestimmte Auto-
korrelationsfunktionen kénnen dadurch mit Ergebnissen von durchgefiihrten Modell-
rechnungen verglichen werden. Auf diese Weise wurden Informationen iiber einzelne
Linsensysteme gewonnen.

Fiir den Doppelquasar B1600+434 (Koopmans et al. [20]) ergibt der Vergleich der
Autokorrelationsfunktionen fiir Bild A eine Quellgrofie von R = 0.7 Einsteinradien
bei einer effektiven Transversalgeschwindigkeit von 0.50-0.54 Einsteinradien pro Tag.
Fiir Bild B folgt x. =0.84-0.86 und eine um 30-80% grofere effektive Masse. Der bei
diesem Bild um 14% grofiere Quellradius kann durch Streuverbreiterung erklirt werden,
er kann aber auch zum Teil durch Fehler bei der Bestimmung der einzelnen Grofien
verursacht worden sein. Der Anteil des Radiojets an der Gesamtflufidichte betrigt 5-
6%.

Beim Einsteinkreuz QSO 223740305 wurde die beste Ubereinstimmung fiir Modelle
mit einem Quellradius R = 0.2 Einsteinradien erzielt. Die effektive Geschwindigkeit
zwischen dem Quasar und dem Schnittpunkt der opischen Achse mit der Quellebene
betrigt 2-3 -10~3 Einsteinradien pro Tag. Genauere Ergebnisse sind moglich, wenn
zusitzliche photometrische Messungen vorliegen oder ein hoher entwickeltes Verfahren
zur Datenanalyse entwickelt wird.



Abstract

A probability theoretical method is presented which enables the calculation of mi-
crolensing autocorrelation functions. Following an idea of Deguchi and Watson [10]
the Holtzmark—Markov method is employed to reduce this calculation to the evalua-
tion of R2-integrals. Comparing this results with autocorrelation functions calculated
from measurements, information about individual lens systems has been obtained.

An analysis of the lightcurves of the double quasar B1600+434 (Koopmans et al.
[20]) results in a calculated source radius of R = 0.7 einsteinradii and an effective
tranversal source velocity of 0.50-0.54 einsteinradii per day for the A image. The
effective mass ratio lies between 1.3 and 1.8 and at image B the normalized continuum
mass density is k. =0.84-0.86. There is evidence that the 14% larger source radius at B
results from scatter broadening but it cannot be excluded that part of this discrepancy
is due to errors with the determination of the microlensing parameters. A radiojet
contributes 5-6% to the total flux density.

Comparison of autocorrelation functions from lightcurves of QSO 223740305 (the
Einstein Cross) with calculated model functions leads to an estimated source radius
of R = 0.2 einsteinradii at all four images and transversal velocities of 2-3 -1073
einsteinradii per day. More exact results are possible, if additional photometric data
are supplied or a more sophisticated method for data analysis is developed.
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Einleitung

Nachdem jahrzehntelang der Gravitationslinseneffekt nur als theoretisches Kon-
zept existierte!, erdffnete sich mit der Entdeckung des ersten Doppelquasars
QSO 09574961 A,B durch Walsh et al. [44] die Moglichkeit vorhandene Theo-
rien anhand konkreter Meflergebnisse zu iiberpriifen. Eine grofie Massenkon-
zentration entlang des Lichtweges von einer entfernten Lichtquelle wie z.B. ei-
nem Quasar zur Erde kann zu beobachtbaren Doppel- und Mehrfachbildern
mit typischen Bildabstdnden von wenigen Bogensekunden fithren. Durch Spek-
tralanalyse dieser Bilder und Identifikation der Linse ist es dann méglich zu
unterscheiden, ob ein Gravitationslinsenphinomen vorliegt, oder ob tatséchlich
verschiedene Quasare mit einem geringen Winkelabstand beobachtet werden.
Durch den Gravitationslinseneffekt erzeugte Mehrfachbilder ermdglichen es ein-
zelne Modelle fiir die Massenverteilung in der Linsengalaxie anhand ihrer Vor-
hersage iiber Anzahl und Positionen der einzelnen Bilder sowie deren Hellig-
keitsunterschiede zu iiberpriifen (Schneider et al. 1988 [38], Kayser 1990 [17]).
Langfristige photometrische Beobachtungen sind notwendig zur Bestimmung
der Laufzeitdifferenzen (time delay) fiir das Licht der einzelnen Bilder. Intrin-
sische Variabilitdt der Lichtquelle zeigt sich durch die unterschiedliche Linge
der Lichtwege zeitlich verzogert in den Einzelbildern und mit einer Messung
der Laufzeitdifferenz besteht dann die Moglichkeit die Hubble Konstante zu
bestimmen (Refsdal 1964 [31]).

Demgegeniiber ist der extragalaktische Mikrolinseneffekt, welcher durch die
Massen einzelner Sterne hervorgerufen wird, nicht so einfach zu beobachten, da
die zu erwartenden Bildabstéinde von wenigen p—arcsec optisch nicht auflésbar
sind. Chang und Refsdal [6] haben 1979 als erste gezeigt, dafl der Gravitations-
linseneffekt durch einzelne Sterne zu einer deutlich mefibaren Variabilitit einer
kompakten extragalaktischen Lichtquelle fithren kann. Dadurch wird es moglich,
durch Analyse einer gemessenen Lichtkurve Riickschliisse auf physikalische Pa-
rameter des Linsensystemes zu ziehen. Allerdings ist es bei einem einzelnen
Quasarbild h6échstens durch umfangreiche statistische Analyse oder Identifikati-
on von einzelnen Ereignissen hoher Verstirkung moglich, den Mikrolinseneffekt
und intrinsische Helligkeitsdnderungen der Quelle zu unterscheiden, solange es
keine weltraumgestiitzte Beobachtungsmdoglichkeit in einer Entfernung von ei-
nigen astronomischen Einheiten von der Erde gibt, um den von Refsdal [32]
beschriebenen Parallaxeneffekt zu nutzen. Nach der ersten Beobachtung von
Mehrfachquasaren dnderte sich diese Situation, da bei diesen die Lichtwege fiir
die verschiedenen Bilder soweit voneinander entfernt sind, dafl einzelne Sterne
in der Linsengalaxie jeweils nur den Lichtweg eines Bildes beeinflussen kénnen.
Damit kann der Mikrolinseneffekt von der intrinsischen Variabilitit der Licht-
quelle unterschieden werden, welche in allen Bildern beobachtbar ist, wegen
der unterschiedlicher Lichtlaufzeiten allerdings beim Beobachter zu verschiede-
nen Zeiten sichtbar wird. Trotzdem dauerte es weitere zehn Jahre, bis in dem
1985 von Huchra et al. [14] entdeckten Einsteinkreuz QSO 2237+0305 Hellig-
keitsinderungen durch den Mikrolinseneffekt von Irwin et al. [15] nachgewiesen
werden konnten. Zu diesem Zeitpunkt gab es bereits mehrere Ansétze, kiinst-
liche Lichtkurven mittels Simulationsrechnungen zu erzeugen. Paczynski [27]

!Siehe z.B. Schneider, Ehlers, Falco [39] fiir einen historischen Uberblick




unternahm den Versuch, die Linsengleichung fiir Punktquellen numerisch zu
16sen. Da er fiir jede Quellposition méglichst alle Bilder suchen mufite, konnen
mit dieser Methode nur Sternfelder mit hochstens tausend Sternen beriicksich-
tigt werden. Mittels Strahlenschieflen konnten Kayser, Refsdal und Stabell [18]
Lichtkurven fiir ausgedehnte Quellen erzeugen, ohne die Linsengleichung 16sen
zu miissen, aber auch dieses Verfahren blieb wegen der begrenzten Rechenzeit
auf kleine Sternfelder mit einigen zehntausend Objekten in der Linsenebene be-
schrinkt, konnte aber nach Verbesserungen durch Wambsgan$ [45] fiir mehrere
hunderttausend Sterne in der Linse eingesetzt werden. Eine direkte Berechnung
der Varianz der auf der Erde mefibaren Helligkeit durch Refsdal und Stabell [34]
basiert auch auf der Methode des Strahlenschieflens, verzichtet aber auf die Er-
stellung von Lichtkurven, wodurch die Grofle des Sternenfeldes und damit die
Rechenzeit deutlich reduziert werden kann. Von denselben Autoren stammt ei-
ne einfache analytische Abschétzung [33], die fiir grofie Quellen zu sehr genauen
Resultaten fiihrt, wodurch es méglich wird, Ergebnisse, welche aus aufwendigen
Rechenverfahren stammen, schnell und direkt zu iiberpriifen.

Die vorliegende Arbeit greift eine Idee von Deguchi und Watson [10] auf, wel-
che mit einem wahrscheinlichkeitstheoretischen Ansatz die Varianz der von einer
Quelle mit gaufischem Helligkeitsprofil ausgesendeten beobachtbaren Strahlung
berechnet haben. Dieses Verfahren 148t sich derart verallgemeinern, daf} es ge-
lingt Autokorrelationsfunktionen fiir Lichtkurven direkt zu berechnen, ohne auf
eine zur statistischen Analyse ausreichende Anzahl numerisch bestimmter Mo-
dellichtkurven angewiesen zu sein. Mit einem #hnlichen Ansatz ist es Seitz und
Schneider [40] sowie Seitz et al. [41] nicht gelungen, korrekte Resultate zu er-
zielen, obwohl sich viele der von ihnen errechneten Zwischenergebnisse nur sehr
geringfiigig von den hier vorgestellten Resultaten unterscheiden. Auch die Er-
gebnisse von Deguchi und Watson [10] kénnen hier nur qualitativ reproduziert
werden, was zumindestens teilweise durch die damals wegen zu geringer Compu-
terleistung notwendigen Néherungen fiir die Berechnung der charakteristischen
Funktionen und daraus resultierende Verfdlschungen der Resultate erklért wer-
den kann.

Im folgenden wird nach Definition der verwendeten Groflen, zuerst eine
Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Differenz zweier Ablenkwinkel durch ein zu-
fillig verteiltes Sternfeld hergeleitet. Aus einer Integraldarstellung der beim
Beobachter auf der Erde gemessenen Intensitéit einer Gaufiquelle werden deren
Varianz und die Autokorrelationsfunktion einer Lichtkurve bestimmt. Im zwei-
ten Kapitel wird die numerische Auswertung dieser Gleichungen beschrieben
und die Giiltigkeitsgrenzen dieses Verfahrens aufgezeigt. Anschlieflend folgt ei-
ne Darstellung der Ergebnisse einiger Beispielrechnungen und deren Vergleich
mit Ergebnissen anderer Methoden. Abschlielend wird dargestellt, wie physika-
lisch relevante Groflen aus diesen Ergebnissen abgeleitet werden konnen, und zu
welchen Ergebnissen eine Anwendung beim Einsteinkreuz QSO 223740305 und
bei B1600+-434, einem von Koopmans et al. [20] im Radiobereich beobachteten
Doppelquasar, fithrt. Die hier verwendete Notation richtet sich weitestgehend
nach dem Buch , Gravitational Lenses“ von Schneider, Ehlers und Falco [39],
welches als Standardwerk der Gravitationslinsenforschung auch eine umfang-
reiche Beschreibung der zugrundeliegenden Theorie und vieler bis zu seinem
Erscheinen im Jahr 1992 veréffentlichten Beobachtungsergebnisse enthlt.



1 Wahrscheinlichkeitstheoretischer Ansatz

Nur fiir wenige Modelle von Gravitationslinsen sind analytische Berechnungen
der Beobachtungsgrofien moglich. Besteht die Linse aus einzelnen Punktmassen,
dann sind die Bildkoordinaten einer Punktquelle die Nullstellen eines Polynoms,
dessen Grad mit der Anzahl der Massenpunkte in der Linsenebene ansteigt; die
Bildhelligkeiten sind gleich den reziproken Determinanten der Abbildungsglei-
chung an den einzelnen Bildpunkten. Daher sind explizite Modellrechnungen
nur fiir hochstens zwei Punktmassen und einige einfache stetige Massenver-
teilungsfunktionen moéglich. Andererseits konnen Mehrfachbilder einer extraga-
laktischen Lichtquelle nur beobachtet werden, wenn Massen von der Grofien-
ordnung einer Galaxie oder eines Galaxienhaufens wirken. Der Einfluf} eines
einzelnen Sternes macht sich nur durch Helligkeitsschwankungen in einem die-
ser Bilder bemerkbar, denn die bei kosmologischen Entfernungen auftretenden
Bildabstéinde von wenigen p—arcsec sind optisch nicht auflésbar. Ausserdem
sind Massen und Positionen der einzelnen Sterne in einer Galaxie nicht mef3bar
und damit bleibt auch die genaue Form und Stéirke des Gravitationspotentials
unbekannt.

Eine wahrscheinlichkeitstheoretische Methode zur Ermittlung des Gradien-
ten dieses Potentiales wurde 1943 von Chandrasekhar [5] vorgestellt. Bei der
von ihm benutzten Holtzmark-Markov Methode wird eine Wahrscheinlichkeits-
dichte fiir die wirkende Gravitationskraft durch aufsummieren der Beitrige der
einzelnen Sterne ermittelt. Nityananda und Ostriker [25] haben in einer Arbeit
von 1984 dieses Verfahren zur Bestimmung des Scherungstermes in der Gravi-
tationslinsengleichung eingesetzt. 1987 haben dann Deguchi und Watson [10]
versucht, die Varianz der Flufidichte, die ein Beobachter auf der Erde mifit,
nach dem Prinzip der Holtzmark-Markov Methode zu berechnen, ein Ansatz,
der auf Grund der vollzogenen N&herungen nur ein qualitativ richtiges Bild
bieten konnte.

Die vorliegende Arbeit zeigt, wie fiir ein gegebenes Mikrolinsenmodell Vari-
anz und Autokorrelationsfunktion fiir die Intensitit eines Makrobildes berech-
net werden, so dafl durch Vergleich mit gemessenen Daten Grofie und effekti-
ve Transversalgeschwindigkeit der Quelle ermittelt werden kénnen. Dabei wird
vorausgesetzt, daf die Relativgeschwindigkeit von Lichtquelle, Gravitationslinse
und Beobachter so grof} ist, dafl die Bewegung innerhalb der Linse wihrend der
Aufnahme der Lichtkurve vernachlissigt werden kann. Wegen der Aquivalenz
von Beobachter— und Quellebene in der Linsengleichung kann dieses Verfahren
nach einer einfachen Mafistabsdnderung auch bei der Analyse des von Refsdal
[32] beschriebenen Parallaxeneffektes eingesetzt werden, wenn von geniigend
weit voneinander entfernten Positionen aus gleichzeitige Helligkeitsmessungen
an einem Quasar durchgefiihrt werden.

1.1 Grundlagen der Gravitationslinsentheorie

Nach Einfithrung der verwendeten Bezeichnungen wird im ersten Abschnitt eine
Integraldarstellung der Gesamtintensitéit aller Bilder, die von einer Lichtquelle
in der Linsenebene erzeugt werden, beschrieben. Zur Mittelwertbildung wird



das Quadrat der Intensitit mit der korrelierten Wahrscheinlichkeitsdichte fiir
zwei Ablenkwinkel in der Linse multipliziert und zweifach iiber die Linsene-
bene integriert. Mittels einer Darstellung der Wahrscheinlichkeitsdichte durch
ihre charakteristische Funktion erfolgt eine erste Vereinfachung dieses dann 12-
dimensionalen Integralausdrucks.

Im anschlielenden Abschnitt folgt eine Herleitung der Wahrscheinlichkeits-
dichte fiir die Differenz der Lichtablenkung an zwei Punkten in der Linsenebene,
entsprechend der von Nityananda und Ostriker [25] vorgestellten Vorgehenswei-
se. Dieser Ausdruck 48t sich zwar formal zur Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die
korrelierte Lichtablenkung an beliebig vielen Punkten in der Linsenebene verall-
gemeinern, die numerische Berechnung ist allerdings nur fiir die Differenz zweier
Winkel mit einem angemessenen Rechenaufwand moglich, da sonst die Funktion
von zu vielen Parametern abhéngt, iber deren Wertebereich spéiter mit einem
numerischen Verfahren integriert werden muf}, was bei der notwendigen Re-
chengenauigkeit nur mit einem unverhéltnismifig grolen Zeitaufwand méoglich
ist. Zusétzlich wird der Speicherplatzbedarf bei der Tabellierung einer mehr-
dimensionalen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion ebenfalls viel zu groff. Zum
Abschluf} des Kapitels werden durch sukzessives Auswerten der einzelnen In-
tegrale die Bestimmungsgleichungen fiir Varianz und Autokorrelationsfunktion
der Intensitit hergeleitet.

1.1.1 Notation

Die Gravitationslinsentheorie beschreibt die Ablenkung des Lichtes durch das
Gravitationsfeld einer Massenkonzentration zwischen einer kosmischen Licht-
quelle und einem Beobachter. In einem homogenen und isotropen Modell des
Universums, in welchem eine Robertson-Walker Metrik und die Friedmann—
Gleichungen gelten, bewirkt die Masse, welche die Linse bildet, eine schwache
Storung der Raum—Zeit Geometrie. Eine Beschreibung durch geometrische Op-
tik 148t sich fiir die Untersuchung an extragalaktischen Lichtquellen wie z.B.
Quasaren weiter vereinfachen, da in diesem Fall die rdumliche Ausdehnung der
Massenverteilung klein ist im Vergleich zu den Abstédnden vom Beobachter und
von der Quelle und es kann eine Niherung fiir diinne Linsen verwendet wer-
den?. In dieser dann dreidimensionalen Geometrie wird die optische Achse als
Verbindungsgerade zwischen Beobachter und Zentrum der Linse definiert. In
der senkrecht dazu aufgespannten Linsenebene definiert dann

Y(x,y) ::/p(m,y,z) dz (1.1.1)

eine Flichenmassendichte, wobei das Integral iiber die dreidimensionalen Mas-
sendichte zwischen Quelle und Beobachter parallel zur optischen Achse aus-
gefithrt wird.

Abbildung 1 veranschaulicht die Ablenkung des Lichtes einer Quelle S durch
eine Punktmasse in der Nihe des Weges zum Beobachter O. Dieser sieht die
Quelle nicht unter dem wahren Winkel 65 zur Masse M, sondern als Bild I unter

“siehe Schneider, Ehlers, Falco [39], fiir eine ausfiihrliche Herleitung
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Abbildung 1: Das Gravitationsfeld einer Punktmasse M lenkt einen Lichtstrahl, der
die Linsenebene im Abstand & trifft, um den Winkel &(£) ab. Der Beobachter sieht das
Bild I um den reduzierten Ablenkwinkel o gegeniiber der ihm unbekannten wahren
Quellposition S verschoben.

dem Winkel §; = 9_; + & zur optischen Achse durch M. Da diese Winkel in der
Praxis nur wenige Bogensekunden betragen, gilt in einer Ndherung fiir kleine
Winkel «

(1.1.2)

der schon von Einstein angegebene Winkel ist, unter dem ein Lichtstrahl ab-
gelenkt wird, welcher eine Masse M im Abstand £ passiert. Dabei sind die
Dj die, iiber die Ausdehnung der Objekte definierten Entfernungen (apparent
size distances) vom Beobachter zur Linse (Dg), zur Quelle (Dg) und von der
Linse zur Quelle (Dgg). Annahmen iiber ein kosmologisches Modell flieBen im
Zusammenhang mit dem Gravitationslinseneffekt nur in die Berechnung dieser
Entfernungsparameter ein. Fiir 65 = 0 ist §; = « und wegen & = Dg#6; folgt

_ 4GM DysDy

2
¢ N (1.1.3)

Der Beobachter sieht dann einen leuchtenden Ring, den Einsteinring, mit dem
Winkelhalbmesser 0 = {/Dq4. Mit dem FEinsteinradius fiir die Masse M, wird

dann durch
[AGMyD . Dgys Dy

eine charakteristische Lénge in der Linse eingefiihrt. Fiir eine rdumlich ausge-



dehnte Masse gilt fiir den Ablenkwinkel & die Superposition

a(é) = //R? |§ §|2 a2, (1.1.5)

wobei 5 := (&4, &y) einen Vektor in der Linsenebene bezeichnet. Die zweidimen-
sionale Linsengleichung lautet dann (vgl. Abbildung 1):
L D L
0, =6; —d — —27=¢— Da(g) (1.1.6)
Dy
und beschreibt mathematisch eine R? — R? Abbildung von der Linsen- auf die
Quellebene.
Als Normierungskonstante wird die kritische Flachenmassendichte Yy :=
2
—%— eingefiihrt, und damit die normierte Flichenmassendichte
izGD ©M8

KI( _’) = g((:riz

definiert. Durch eine Scheibe konstanter Flichenmassendichte mit ihrem Zen-
trum im Nullpunkt des Koordinatensystemes wird das Licht um den Winkel
&(6)) = k6 abgelenkt, und fiir K = 1 <= % = S wird jeder von einer
Punktquelle im Ursprung der Quellebene Richtung Linse ausgesendete Licht-
strahl zum Beobachter fokussiert.

Bei der Untersuchung des Mikrolinseneffektes gilt das Interesse dem Anteil
an der Gesamtmassendichte k; = k. + k5, welcher in Sternen und anderen kom-
pakten Objekten, wie z.B. Schwarzen Lochern enthalten ist, und im Gegensatz
zur Kontinuumsmassendichte k., die nur in die Bestimmung der Lingeneinheit
eingeht, explizit in den hergeleiteten Gleichungen beriicksichtigt werden soll.
Beim Ablenkwinkel & fithrt diese Unterscheidung zur Darstellung

(1.1.7)

&l

3 @ £—¢ ), 4G £—§&
(=S M, —~—S 1.1.8
0= //RZK € —¢'? e O E- 6P (1)

Der Einflul staub- und gasformiger Materie? im Deflektor wird durch den li-
nearen Term einer Taylorentwicklung des von ihr bewirkten Ablenkwinkels am
Ort des makroskopischen Bildes beriicksichtigt, wobei die daraus resultierende
Jacobi-Matrix durch eine Drehung des Koordinatensystems diagonalisiert wird,
so daf} die Linsengleichung die folgende Form annimmt:

Q>L

Dy 1 —ke+o 0 > 5 f]

— 7= 1.1.9

D, ( A L=
Dabei bezeichnet €; := M;/M; die, mit My normierte Masse eines einzelnen

Sternes und ' ist der Scherungsterm dieser Abbildung. Eine weitere Vereinfa-
chung folgt mit einer von Paczynsci [27] und Kayser, Refsdal und Stabell [18]
eingefithrten Normierung. Mit

1+y 0 K Y
Jo = - d v= 1.1.10
0 < 0 1—7>’ T e YT ( )

3einschlieBlich kontinuierlich verteilter dunkler Materie




und der fiir die Beschreibung des Mikrolinseneffektes geeigneten Einheitslinge

in der Linsenebene
My £E
20 1= = 1.1.11
0 V el = kel /)1 — K| ( )

folgt die in der Mikrolinsentheorie iibliche Darstellung der Linsengleichung;:

EzJOZ—sgnng(Z). (1.1.12)

In dieser Notation ist

S(z) = Z Si(2) mit Si(2) =e;

S (1.1.13)

ERET

so dafl E = 2p Z ist, und mit der Lingeneinheit in der Quellebene (y := 2y (1 —
ke) Ds/Dq gilt auch die im folgenden haufig verwendete Beziehung 7= (j (. In
der Beobachterebene lautet die Einheitslinge! ¢} := (o (1 + 2z4) Dg/Dgs. Der in
der Linsentheorie iiblicherweise verwendete Ablenkwinkel am Ort 2" lautet in
dieser Notation

&(7) = Sg;”zo 5(2). (1.1.14)

Damit geht der Makrolinseneffekt einschliellich des zugrundeliegenden kos-
mologischen Modelles nur durch die Scherung 7 sowie das Vorzeichen von &
in die Beschreibung des Mikrolinseneffektes durch die Linsengleichung (1.1.12)
ein, wobei x < 0 (> 0) bei k. > 1 (< 1) Uber- bzw. Unterfokussierung bedeu-
tet. Zur Beschreibung des Mikro-Linsen Effektes werden die genauen Positionen
der einzelnen Sterne sowie deren Massen benotigt. Diese Gréflen sind nicht be-
obachtbar, daher basiert die folgende Untersuchung auf einem Linsenmodell,
welches durch zufallsverteilte Punktmassen als Modellparameter beschrieben
wird. Die Ortskoordinaten der einzelnen Sterne werden dabei als statistisch
unabhingig und gleichverteilt auf der Linsenebene angenommen. Daher wer-
den in dieser Ndherung alle Korrelationen zwischen den einzelnen Objekten
wie z.B. bei Doppelsternen und Planetensystemen vernachlissigt, wobei diese
bei den hier betrachteten kosmologischen Distanzen einen im Vergleich zum
Einsteinradius kleinen Abstand haben und deswegen im allgemeinen zu jeweils
einer Punktmasse zusammengefafit werden kénnen. Demgegeniiber unterliegt
die Verteilungsfunktion fiir die Gréfle der einzelnen Massen nur Beschrinkun-
gen, die durch die verfiighbare Rechenzeit und die angestrebte Genauigkeit her-
vorgerufen werden. Die Wahrscheinlichkeit fiir die Existenz von genau N Ster-
nen auf einer Fliche F kann durch eine Poissonverteilung um den Mittelwert
(N(F)) =nl|Fl| N

SN, F) = e~ N <N(Nf')_> (1.1.15)
beschrieben werden. Seitz und Schneider [40] haben ihre Rechnungen mit festem
N durchgefiihrt und kommen mit dem Grenziibergang N — oo zum gleichen
Ergebnis (1.3.2, Seite 14) mit (1.3.4), wie dieser Ansatz mit einer Poissonver-
teilung und ||F|| — oo.

*siehe auch Kayser, Refsdal, Stabell [18]



1.1.2 Verstirkte Lichtquelle

Die mefibare Flufidichte einer Lichtquelle @ mit Zentrum bei C_f) 1aft sich durch
Faltung der intrinsischen Quellintensitit mit der Verstirkung einer Punktquelle

darstellen
// I(C = &) d*¢. (1.1.16)

Dabei ist die Verstirkung der Punktquelle die Summe der Verstirkungsfaktoren
aller Bilder, die in der Linsenebene entstehen,

—

40 =Y A (0) :/£52 (¢~ 3oz +sgnr8(®)) a2 (1.1.17)
J

und die A(Z;) sind die Inversen der Determinanten der Linsengleichung (1.1.12)
an den Bildpunkten 7.

Die intrinsische Flachenhelligkeit fiir eine Gauiquelle @ mit ihrem Mittel-
punkt am Ort C_(; betréigt in dieser Arbeit durchgehend

— — IO (5750)2

IC=G)=—xe & . (1.1.18)

Damit treten bei spiteren Integrationen keine storenden Randterme auf und die
QuellgréBe A := R? erzwingt die Konvergenz der auftretenden Integrale. Die
gesamte zum Beobachter gelangende Flufidichte betrigt, (0.B.d.A. wird (o =0

gesetzt,)
// IQ)d¢ =1, (1.1.19)

Die Fouriertransformierte der Flichenhelligkeit wird ebenfalls benétigt, es gilt:

A, 2
// el TC 20 = e 37 (1.1.20)
RQ

Die Anderungen der Verstirkung durch den Mikrolinseneffekt werden durch
die unterschiedlichen Transversalbewegungen von Beobachter, Linse und Quelle
hervorgerufen. Die entsprechenden Geschwindigkeiten ¥,, ¥y und ¥ sind die
Projektionen der zugehorigen dreidimensionalen Geschwindigkeitsvektoren auf
eine Ebene senkrecht zur optischen Achse. Kayser, Refsdal und Stabell [18]
haben durch Transformation der Vektoren auf die Quellebene und anschliefende
Transformation der Zeit auf die Beobachterebene fiir ein flaches Universum
hergeleitet wie die Relativbewegung durch eine effektive von einem Beobachter
gemessene Geschwindigkeit der Quelle senkrecht zur optischen Achse dargestellt

wird: . . .
Us vq Dy Uo Daqs

142z, 1+2qDg 1429 Dq’
Dabei muf} fiir die Geschwindigkeit der Linsengalaxie beriicksichtigt werden,

daf} in ¥4 die Vektorsumme aus Geschwindigkeit des Massenzentrums und einer
vorhandenen Relativgeschwindigkeit zum Massenzentrum zu

U=

(1.1.21)

Ud == _’CM + |1 — K/C| Jﬁrel (1122)



zusammengefafit sind [18]. Ungeordnete Bewegung einzelner Sterne kann mit
diesem Ansatz ebenso wie bei dem im folgenden vorgestellten Rechenverfahren
nicht beriicksichtigt werden. Mit ¢ = I7C0 wird auch fiir die Geschwindigkeit
die Langeneinheit Einsteinradius verwendet.

1.2 Formale Darstellung

Statistische Groflen, die aus einer gemessenen Lichtkurve ermittelt werden kon-
nen, sind Mittelwert und Varianz sowie die hheren Momente der Wahrschein-
lichkeitsverteilung der gemessenen Intensitit einer Quelle. Mit Autokorrelati-
onsfunktionen 148t sich ausserdem die zeitliche Entwicklung der Lichtkurve ana-
lysieren. Der Mittelwert der beim Beobachter auftreffenden Intensitit ist zur
Beschreibung des Mikrolinseneffektes allerdings nicht geeignet, da er von der
Scherung und der Gesamtmasse der Linse abhidngt und durch deren Vertei-
lung oder die QuellgréBe nicht beeinfluffit wird. Die Varianz der Verstirkung
und die Autokorrelationsfunktion einer Lichtkurve hingen demgegeniiber vom
Mikrolinseneffekt ab und bieten den mathematisch einfachsten Zugang zu In-
formationen iiber den inneren Aufbau der Linse oder die Quellgréfie.

1.2.1 Wahrscheinlichkeitstheoretische Grundlagen

Eine Korrelationsfunktion der vom Beobachter auf der Erde gemessenen Fluf}-
dichte lautet fiir eine Quelle, an den Positionen Cl, <2

(Z(Q1)I()) — (1(Q))*
(Z(9))? '

Dabei kennzeichnet () den Erwartungswert einer Grofie. Bewegt sich die Quelle
mit der Geschwindigkeit V hinter einer statischen Linse, kann die zeitliche Ent-
wicklung einer Lichtkurve durch 52 = 51 + V't beschrieben werden. Fiir 52 = 51
bzw. ¢t = 0 ergibt sich dann die Varianz der auf eins normierten Flufidichte

Q) _ (T(Q°) — (Z(9)*

cor(Z(Q1),Z(Q2)) :=

(1.2.1)

Var = 1.2.2
Q) oy 1:22)
Fiir die Autokorrelationsfunktion gilt mit diesen Bezeichnungen
I ,I - —
ACF (1(01),7(0) = DIV HLN _ i gy 23
Var 7y

Die zweite Schreibweise betont dabei die Abhéngigkeit von der relativen Quell-
position und beschreibt bei der Untersuchung eines beobachteten Linsensyste-
mes in der Form ¢(Vt) explizit die Zeitabhéingigkeit der Autokorrelationsfunk-
tion eines Linsenmodelles.

Da mit k; = ke+ ks, J:=Jo—k I und (1.1.10) fiir die mittlere Verstarkung
(A) gilt:

1 B 1 B 1
TR T =PI —AP =77 (= det

(1.2.4)
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folgt
Iy

(1 —kc)2detJ
und damit liegt das eigentliche Problem in der Bestimmung der Erwartungswer-
e (Z(Q1)Z(Q2)) bzw. (Z(Q)?). Das Faltungsintegral von der deterministischen

ungelinsten Quellintensitdt und der zufallsabhingigen Verstdrkung durch den
Linseneffekt kann dann folgendermaflen dargestellt werden:

(Z(Q)) = (1.2.5)

(T(Q1)T(Qy)) = / /Q G AGN I -8 1G - E) G, (120

mit der korrelierten mittleren Verstarkung von zwei Punktquellen:

(A(G) A(G)) / $(S1,55) H(52 —JoZ —|—sgn/<vS ) d? S d?z;. (1.2.7)
L2xRA j=1

Dabei sei ,S_"j = S (Zj) und ¢(S1,S) bezeichnet die Wahrscheinlichkeitsdichte
fiir die — korrelierten — Ablenkungswinkel an zwei Punkten in der Linsenebene.
Die Berechnung des mittleren Intensititquadrates (Z(Q)?) erfolgt dann mit
Q) = Q, bzw. mit {; = (5. Mit der Darstellung der Wahrscheinlichkeitsdichte
fiir die Lichtablenkung durch ihre charakteristische Funktion lassen sich die
0-Funktionen durch Integration iiber die §j, 7 = 1,2 auswerten.

2
(A(G) A(&)) @)t /£2Q2 Ty, 21, Ta, 22) H i sgn w75((; _Jozﬂ)d2Tjd2Zj.
j=1
(1.2.8)
Dabei ist
Q2(7-172177—2722 // QS Sl, 52 151 + TZSI) d251 d282 (1.2.9)

Die Faltung von Quellintensitit und mittlerer Verstirkung entspricht daher
einer Fouriertransformation der Quelle, so dafl weiter folgt

2

IZ
(Z(Q1)Z(Q2)) :ﬁ/ Q2(71, 21, Ty 22) Hezsgnmy(c —JoZj)
T L2xRA =1
A2
xe 475 d*r;d?z;. (1.2.10)

Bevor diese Gleichung weiter vereinfacht werden kann, wird eine Darstellung fiir
die charakteristische Funktion Qo(71, 21, 72, 22) bendtigt, welche im folgenden
Abschnitt hergeleitet wird. Dabei wird deutlich, dafl nach einer Transformation
auf Schwerpunkts- und Relativkoordinaten im Orts- und im Fourierraum, die
Integration {iber die Schwerpunktskoordinaten problemlos ausgefithrt werden
kann. Aus einer anschlieBenden inversen Fouriertransformation folgt dann ein
zweidimensionales Integral, welches mit einem numerischen Verfahren ausge-
wertet werden mu$.

11



1.2.2 Wahrscheinlichkeitsdichte fiir den Ablenkwinkel

Die in diesem Abschnitt vorgestellte Holtzmark-Markow Methode zur Bestim-
mung der Wahrscheinlichkeitsdichte des Ablenkwinkels, ¢(§1,§2) wurde von
Chandrasekhar [5] bereits 1943 zur Bestimmung der Gravitationskraft in einem
statistisch definierten Sternfeld eingesetzt. Nityananda und Ostriker [25] haben
mit diesem Verfahren die Fouriertransformierte der Wahrscheinlichkeitsdichte
der Scherung bestimmt. Die Vorgehensweise basiert darauf, dafl die Wahrschein-
lichkeitsdichte einer Summe von N statistisch unabhéngigen Zufallsvariablen
durch ein (N — 1)-faches Faltungsintegral ausgedriickt wird. Diese Darstellung
hat allerdings den Nachteil, daBl jedes einzelne Integral einen anderen Integrati-
onsbereich umfafit und deren explizite Angabe zu umfangreichen und uniiber-
sichtlichen Ausdriicken fiihrt. Aus der hier verwendeten Notation folgt diese
Schreibweise durch Auswerten des N-ten Integrales und der J-Funktion. Durch
Fouriertransformation entsteht ein Produkt von charakteristischen Funktionen
der Wahrscheinlichkeitsdichten der einzelnen Zufallsvariablen. Da diese Funk-
tionen auf Grund der statistischen Unabhingigkeit identisch sind, kann durch
inverse Fouriertransfomation dann die Wahrscheinlichkeitsdichte der Summe
ermittelt werden.

Fiir zwei Ablenkwinkel die Sterne auf einer Flache £ an den Punkten 2| und
7y verursachen, 148t sich die Wahrscheinlichkeitsdichte folgendermaflen darstel-
len:

$(S1,5) = > (N, L) ¢ (S, S2), (1.2.11)
N=0

mit der bedingtenWahrscheinlichkeitsdichte ¢N(§1, gg) bel fester Sternzahl N
in der Linse £

N N N
o (S1,55) = //£2N 52(S) — ; S1:) 0%(S5 — ; Sa:) 11_11 $(Shi, Soi) d* S d* S,

(1.2.12)
und der Wahrscheinlichkeitsdichte ¢(N, £) (vgl. 1.1.15) fiir die Zahl der Sterne
auf der Linsenfliche. Dabei bezeichnen die S;; = S;(%;) den Beitrag des i—ten
Sternes zum Ablenkwinkel an der Stelle z;.

Durch die Verwendung von statistisch unabhéngigen Sternkoordinaten wer-
den alle Korrelationen zwischen einzelnen Massen vernachlissigt und die Wahr-
scheinlichkeitsdichten fiir die Lichtablenkung durch einen einzelnen Stern von-
einander unabhiingig. Wenn fiir die Ortskoordinaten eines Sternes als Zufalls-
variable eine Gleichverteilung in der Ebene gilt, lautet deren Wahrscheinlich-
keitsdichte in einer Linse mit der Fliche ||L||

¢(%) = ﬁ (1.2.13)

12



so daB fiir die Lichtablenkung durch einen einzelnen Stern folgt>:
Sl 82 / / 52 Sl )52(5{2__8 g2 _272' )d 2 (8) des
52 R2 Z|51—5i|2 R -AP e
(1.2.14)
Das Faltungsintegral (1.2.12) zerfdllt mit diesem Ansatz durch Fourier-
Transformation der bedingten Wahrscheinlichkeitsdichte ¢n(S1,52) in ein N-

faches Produkt identischer Integrale, und mit der charakteristischen Funktion
fiir die Lichtablenkung durch einen einzelnen Stern

(T, 21,72, Z2) = / $(S1i, Sos) ¢t (7151 + 7252) d*Sy; d*Sy;

e (71 2t B2y 2
/ //R2 (T4 B |2 +T2\z |2) H—Lj| (e) de,(1.2.15)

folgt dann
/ on (51, o) e (ML +T252) 28, 28, = pN (7, 2,7, %), (1.2.16)
R4
Damit 148t sich die Summe in der Poisson-Verteilung jetzt ausfithren, so dafl
fiir (1.2.9) gilt:
o0
Q2(F1,21,72,5) = Y ¢(N,L)p" (71, 71,72, 22)
N=0
— AN(FNp(71, 21, T, 22) — 1] (1.2.17)

Mit der mittleren Sternzahldichte in der Linsenebene

_ (N(£)) _ sl
ni= e = oo (1.2.18)

lautet das Ergebnis dieser Berechnung

nfo HE 6 Tl\zl z|2 +T2|z2 z|2) d22¢(8)d6

Q?(F11511F2152) .
(1.2.19)

1.3 Korrelation von Wahrscheinlichkeitsdichten

Um den Erwartungswert fiir das Quadrat der Verstirkung (1.2.8) berechnen
zu konnen, muf} zuerst die charakteristische Funktion fiir die Wahrscheinlich-
keitsdichte der korrelierten Ablenkwinkel (1.2.9) bzw. (1.2.19) bekannt sein. Die

"Um die Eigenbewegung der Sterne einzubeziehen, miifite in der zweiten §-Funktion Z;
durch Z; + ¥; t ersetzt, und iiber die Geschwindigkeit ¢; gemittelt werden, wodurch die Korre-
lationsfunktion zeitabhingig werden wiirde und fiir jedes ¢ neu berechnet werden miifite. Das
wiirde jeweils einige Mbyte Speicherplatz und einige Wochen an CPU-Zeit erfordern und ist
damit vollig unrealistisch
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Form dieser Funktion fiihrt in (1.2.8) zu Vereinfachungen, so dafi nur die Wahr-
scheinlichkeitsdichte fiir die Differenz zweier Winkel explizit berechnet werden
muf. In der folgenden Herleitung wird das Problem jeweils auf den ben6tigten
Spezialfall reduziert, um die Darstellung iibersichtlich zu halten. Die korrelier-
te Wahrscheinlichkeitsdichte der Lichtablenkung an mehreren Punkten in der
Linsenebene kann entsprechend (1.2.9, 1.2.15) hergeleitet werden, in dieser Ar-
beit wird nur die Korrelation an zwei Punkten verwendet, da nur fiir diesen Fall
die numerischen Rechnungen mit ausreichender Prézision in einem realistischen
Zeitrahmen durchgefithrt werden kénnen.

1.3.1 Die Korrelationsfunktion des Ablenkwinkels

Ausgehend von

$EG). 5@ = o [ Qe 2,2 dASE) T RSED e i,
R

(1.3.1)
mit
IS} - (= 217 = Zo—Z
In Qo (74, 21,72, Z2) = n/ // [eze(n A1-2]° +72‘22_Z|2) — 1| d®z p(e) de
0 c
(1.3.2)
und den Schwerpunkt- und Relativkoordinaten
T = TI—QTZ, t=17 — 7; R:= zl;—z2, pi=7Zy — 21 (1.3.3)

folgt im Grenzfall einer unendlich grofien Linse,
QT -1 P iyl Gy Py it P L Ppinn@TR (134
2’ 2’ 2’ 2 27 2 272 ’

da in dieser Ndherung alle Beitridge hoherer Ordnung in R und damit alle Ein-
fliisse des Linsenrandes verschwinden. Diese Transformation fiihrt dazu, dafl
bei der Berechnung des Erwartungswertes des Quadrates der Verstirkung ein
Faktor 6(T) auftritt, so da$ tatsichlich nur die Funktion

Q(t, ) == Qa(—3, -5, (1.3.5)

N

DO | =+
DO | sy
Ny
SN

explizit berechnet werden muf}, und es moglich wird, das Flichenintegral in
(1.3.2) auf ein eindimensionales numerisch zu berechnendes Integral zu reduzie-
ren.

Mit einem Vektor 7, dessen x-Komponente gleich der Summe im Exponenten
ist, 148t sich die folgende Transformation durchfiihren:

A=Y (T o) AT (1.3.6)
|2 — 2

=\ Ty T
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Die Jacobi-Matrix dieser Transformation lautet
( (zj —2)* = (y; —9)*  2(z; —2)(y; — y) , )

20 —2)(y; —y) (=) — (= —x)
7 — 2|

or _ 21/: Tiz Ty
0z = Tjy —Tjx
(1.3.7)

Nach einer Transformation in die komplexe Zahlenebene mit (:f) — u+1v folgen

die iibersichtlicheren Darstellungen

r(z) =Y iji - (1.3.8)

j=1
und die Determinante der Jacobi-Matrix

v

- Zi(z_” S| (1.3.9)

j=1 ]—Z)

or
07

Mit v = 2 ergibt sich z(r) als Losung einer quadratischen Gleichung (in kom-
plexer Notation!).

T+1 T-1% 2T(R —z) — %
r(2) = & 2+ 7 2 = 2, (1.3.10)
Sl TR f (R-2-(§)
und damit

R— 2(r) :%i\/(§>2—;—i+ (g)z. (1.3.11)

Mit E=0und T =0 folgt

2r) = £ L5 — 25, (1.3.12)

NG

fiir s := %. Damit ist dann in reeller Vektordarstellung

oF 4r?
= =23, (1.3.13)
7l 1
mit
o ta ty> 2
§= L 1.3.14
( ty ~to ) | ( )

Da die Umkehrabbildung z = z(r) nur fiir die Einschrinkung von z auf eine
Halbebene eindeutig definiert ist, gilt damit

. o] . t2 d2’)"
In Q(t,m = 2n/0 /AQ [ewx — 1i| mQS(&) de
- _gp%(g‘) (1.3.15)

Mazﬂwqaga@@ (1.3.16)
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1— 1ET d2
- - (1.3.17)

und
3 — 2
ale,§) =s //£ R
Mit dem Einheitsvektor .
u 3
= - 1.3.18
(1) =2 (13.18)
erfolgt dann in kartesischen Koordinaten eine Trennung der Integrationsvaria-
blen mit ]
00 | _  liEST
ale,§) = / ———f(%,u,v) dx (1.3.19)
oo x
und - )
d
f(@,u,0) = / = . (1.3.20)
—oo T3/ (1 — 2u)2 + (y — 20)2

Nach dieser Variablentrennung ldft sich das Integral in eine Summe von voll-
y
Ve

standigen elliptischen Integralen transformieren, denn mit cos(¢+7) :=

folgt weiter
x s x
=|— —)=- i 1.3.21
4 sin(¢ + ) cos(¢+ 2) ‘cos ¢ sing, ( )
z? ) s
ﬁdy = —sin(¢ + §)d¢ = —cospdep (1.3.22)
und da cos ¢ fiir —5 < ¢ < T nicht negativ wird,
(1.3.23)

cos® pdo
¢+ (Jz|sin ¢ + 2v cos QZS)Z.

a —bsin?(¢ + )

fo,u,v) = / V(z — 2u)? cos?

Mit der Forderung, dafl der Nenner dieses Ausdruckes gleich
sein soll, entsteht daraus eine Summe von elliptischen Integralen mit dem Modul

m? =2
(2 —2u)? cos® g+ (|| sin ¢4 2v cos $)? = 22 +2(1 —uz) (1 + cos 2¢) + 2v|z| sin 2¢
(1.3.24)
(1.3.25)

b
a — bsin?(¢p + %) =q- 5(1 + sin asin 2¢ — cos «a cos 2¢)

Ein Koeffizientenvergleich ergibt
b 9 b b .
a:§+m —2uzr + 2, —cosa =2(l —uzr) und Esma:—2v|x|.
(1.3.26)
Aus der zweiten und der dritten Gleichung resultiert weiterhin
(1.3.27)

b = 16(1 — 2uz + %) = b = 4\/(1 — 2uzx + x2) =: 4k.

Das letzte Gleichheitszeichen folgt, da m? = g > 0 nur mit b > 0 fiir alle z,u

gelten kann. Damit ergibt sich dann weiter
1—
cosa = k“x, (1.3.28)

a=(1+k)?
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so daf gilt:
b Ak 2Vk
2
LT a2 " T Ttk (1:3.29)
Aus den Formeln in Kapitel 8.1 bei Gradshtein, Ryzhik [50] ergeben sich dann
die folgenden Beziehungen

at+Z

1 * cos?(¢h — 2)d¢

z,u,v) =
A ) 1+k V1 —m2sin? ¢
a=3
1 CoS (v 9
= s [F6m) + =5 B m) + (m? = 2)F($,m)
. a+£
_s1n2a 1 — m2 sin? ¢] 2
m a_%
! [ F(m)(1+ cosa) + 2 cos a(E(m) — F( ))]
= —— [mF(m a) + —cos a(E(m) — F(m
2\/% m
F(k)+Wcosa E <1
= : ) (1.3.30)
tF(£) +[E(3) — F(3)]cos kE>1
Dak < 1fir0 < z < 2u sowie 2u < z < 0 gilt, folgt damit fiir a(e, §) :
max(0,2u) )
o 1 — 5% 1 —ux
R [F(k) B - F(k)]] dx
min(0,2u)
min(0,2u) 0o )
1—e*% 1 1 1l—wuz 1 1
—00 max(0,2u)

(1.3.31)
Fiir u — —u gilt a(e, §) = a*(¢, 3), daher geniigt es, die Funktion fiir positive
u zu betrachten. Mit z := es und  := (22 + 2uz + 1)~ /2 ist

2u
_ eizm ur — 1‘2
() = ale, §) = / 1 . [E(k) + T Bk - F(k)]] "
0
+/ 1 _xsm [%E(%) — %[E(%) —F(%)]] dz
2u,
- / #K [E(k) + uz[B(k) - F(x)] do. (1.3.32)

0

Durch Addition der Integranden werden die Pole bei z = 0 ebenso wie
diejenigen bei x = 2u zu logarithmischen Singularitéiten, so dafl das Gesamtin-
tegral konvergent ist. Bei der numerischen Auswertung muff dann eine Umge-
bung dieser Pole ausgespart werden und nach geeigneter Darstellung der ellip-
tischen Integrale E und F durch eine Ndherung ersetzt werden. Eine Romberg—
Integration auf der Basis der zusammengesetzten Trapezregel konvergiert fiir
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107° < z < 165 gegen eine stetige Funktion a(Z). Nur wenn u ~ 0 ist, muf}
fiir z < 1073 aus vorliegenden Ergebnissen eine Niherungslésung extrapoliert
werden. Um eine relative Genauigkeit %O‘ < 107 zu erzielen, geniigt es, die
Funktionswerte fiir z < 1075 und z > 165 den folgenden Niherungslésungen zu
entnehmen:

=

a(?) — ao(Z) == m2%(0.75 + 0.6 cos? x — 0.51n 2) — imz cos x (1.3.33)

und
. . [ 0.5z cosx sin(2z cos ) cos(2z cos )
— - — 4+ 025— = 4+ 0.75———==
a(?) 3 mE—am < N + ~ + o

(1.3.34)
Allerdings wird der relative Fehler fiir kleine z nur durch die Qualitidt der Ap-
proximation von m a bestimmt, solange u > 1072 ist. Fiir kleinere v dominiert
der Fehler in e a, der bis zu 0.5% betragen kann. Wéhrend sich die von Seitz
und Schneider [40] verdffentlichten Ergebnisse fiir z > 50 von den hier ange-
gebenen Werten um etwas weniger als ein Prozent unterscheiden, stimmen die
Imaginirteile der Funktionen fiir z < 1072 {iberein. Nur im Realteil sind die
Werte von Seitz und Schneider bis zu 4.2% kleiner als in (1.3.33). Bei einer er-
sten Testrechnung war nur ein zu vernachlissigender Einfluf} dieser Diskrepanz
auf das Endergebnis feststellbar, was daraufhin deutet, daf} die Genauigkeit von
Re a(2), fiir kleine z nicht kritisch fiir die Bestimmung von (Z(Q1)Z(Qz2)) ist.
Da die Funktion a(3) die Grundlage jeder weiteren Modellrechnung fiir den
Mikrolinseneffekt bildet, lohnt sich die Speicherung der numerischen Ergebnis-
se in einer Interpolationstabelle fiir spitere Rechnungen. Das Integral (1.3.15)
kann dann als gewichtete Summe
=Y N 1.3.35
a(8) := Z;a(ez,sf) (1.3.35)

i

dargestellt werden. Dabei bezeichnen die n; die Anzahl der Sterne der Masse ¢;
und n := ), n; die Gesamtzahl der Sterne in der Linsenebene. Wenn das Mas-
senspektrum durch eine stetige Verteilungsfunktion modelliert wird, sind die
n; identisch mit den durch das Integrationsverfahren bestimmten Gewichten
fiir die einzelnen Funktionswerte. Der zur Auswertung von (1.3.32) notwen-
dige Rechenaufwand iibersteigt jeden Nutzen, der aus einer Einbeziehung des
Massenspektrums vor der numerischen Rechnung gezogen werden kann.

1.3.2 Die Korrelationsfunktion der Verstarkung

Mit den in den vorhergehenden Abschnitten gewonnenen Resultaten ist es jetzt
moglich, den in (1.2.10) formulierten Ausdruck fiir den Erwartungswert des
Intensitdtsquadrates weiter auszuwerten. Neben der Elimination der Schwer-
punktkoordinaten ermdglicht insbesondere die hergeleitete Struktur der Korre-
lationsfunktion fiir die Lichtablenkung eine durchgreifende Vereinfachung dieser
Gleichung.
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Aus

2

@@T@) =i [ @utriamm [ 0%
’R4><£2 Jabe
A
xe 177 d*rjd*z; (1.3.36)

folgt nach Transformation auf Schwerpunkt— und Relativkoordinaten (siehe
Gleichung 1.3.3) fiir

(i=0CG-C ud J:=Jy—klI (1.3.37)

sowie mit (1.3.4) bei einer unbegrenzten Linse:

(T(Q)T(Qy)) = // ST _g 7l g)eisgnnf(a+52_23ﬁ)

T A
Xengnﬁt (€~ Jop) — T2T% +1%/2) d*T d*t d?R d%p. (1.3.38)

Da die Integration iiber d2R den Faktor (27)262(2JT) ergibt, 148t sich anschlie-
end sofort die Integration iiber d>T ausfiihren und mit (1.3.5) gilt®

(Z(Q1)I(Qy)) = 7// Qe S+ fsgnkil (C - J0) 24 @2 ).

(4m)2 det J
(1.3.39)
Nach Einsetzen von (1.3.15) wird deutlich, dafi das p-Integral hier nur fiir
|#| > 0 absolut konvergent ist. Fiir |£| — 0 kann a(3) durch die Niherungslosung
(1.3.33) ausgedriickt werden und es folgt

2a(8) = —in(e)fF+ O(#). (1.3.40)

Damit gilt fiir das Teilintegral von /' iiber R? und  aus . (0), einer e-Umgebung
von 0,

2 - y - =
Hy(l) =0 // 5t = 50%a(3) + 3sen it (= Jop) g2, 2
(4m)2 det J )X R2

7T 1=
——sgnkat de2 B2t
47r2det.]// - P

2
4detJ// Ji)d

- (deu) = (1(Q))? (1.3.41)

Bei einer Vertauschung der Integrationsreihenfolge und anschlieflender Trans-
formation g = S~1{ tritt dieses Integral nicht auf und bei einer analytischen

Fiir 52 0, y=0undf= 2k sowie p = A7 ist dieser Ausdruck identisch mit Gleichung
(12) bei Deguchi und Watson [10]. Fiir die, in der Arbeit von Seitz und Schneider [40] angege-
bene Gleichung (2.6), a3t sich nach Einsetzen von Gleichung (4.6) und Integration iiber die
Differenz der Ablenkwinkel @ mit £ = 2k ebenfalls die Aquivalenz zu (1.3.39) nachweisen.
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Auswertung fiir n = 0 wird deutlich, daf§ nur die Hélfte dieses Ausdruckes zum
Endergebnis beitrigt.
Fiir |f] > 0 kann mit (1.3.15) und

t=8p fir$S:= < e Ty ) (1.3.42)
Sy Sy
sowie mit
t= < Pz =Py > § und d*t = p*d’s (1.3.43)
Py Pz

die Integration iiber d2p ohne explizite Kenntnis von a(3) durchgefiihrt wer-

den, da der Realteil von a(8) nicht negativ wird und zusammen mit %32 im

Exponenten die Konvergenz erzwingt. Dabei kann das s-Integral in

wonz@ - s+ ks [ % s

32

auf den gesamten R? ausgedehnt werden, wie spiter aus dem asymptotischen
Verhalten von h(3, () deutlich wird. In der gewidhlten Darstellung gilt fiir diese
Funktion

L 82 _ATA ST QT 7
h(z,0) := = // sp Ap+ sgnkpt 8¢ o2 d2p. (1.3.45)
Dabei ist L/ A
A= ((Zs-i- Da@)I +i Sgn“sTJO> (1.3.46)

Da nur der symmetrische Anteil von A zum Skalarprodukt beitrigt, kann jetzt
der Exponent mit A := A + AT diagonalisiert werden und das Integral 148t
sich geschlossen auswerten.

b 1 FT g7/ (Tr A 1 .
h(3,¢) = VYN —5;("SAT'ST( [det < - gTSA2sTg] . (1.3.47)
Mit den Polarkoordinatendarstellungen
(= C(Cf)s 1/1) und 5= s (Cf)s X) (1.3.48)
sin sin
sowie der weiteren Abkiirzung
A _
b(3) := Zs+n@ + isgn Kk cos x (1.3.49)
folgt dann
Aol —iysgn( SO MUY gwA—pay? mA-m,
(1.3.50)
N . 32C2
(TSA™IST( = m(b—i’ysgnﬁcos(x—%/))) (1.3.51)
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und

32C2

(TSA287(¢ = m(b2 — 2% — 2iby sgn k cos(x — 2¢)). (1.3.52)
Zusammengefafit lautet das Ergebnis
WEd = b B s_CQ b2 — 2ibysgn k cos(y — 2¢) — 2
’ | + 723 8 /b2 + 725
_ s¢2 b—ivysgn K cos(x—21))
xe 8 (62 +77) : (1.3.53)
Damit ist

T(Q)I(Q)) = —0__ 4 T Il MO (Lssa)
VR T 5(det 32 T dndet I S roviy ) 82 e

wobei die Einschrinkung des Integrales auf R? ohne die e-Umgebung von 0
fallengelassen werden kann, da hier nur eine logarithmische Singularitéit vorliegt,
welche infinitesimal zum Resultat beitrégt.
Speziell fiir die Varianz der — auf eins normierten — Intensitét gilt damit
2 2 2
Var é& _ <I(Q)<I>(Q)<>I2(Q)> _ dZTJ // b L % (1.3.55)
R> /b2 + 42" 8
Fir v = 0 und n = 0 ist das Integral analytisch 16sbar und die Varianz ver-
schwindet, wie es sein mufl. Der Grenzfall (¢) — 0, n — oo und kK = const
entspricht einer zusitzlichen kontinuierlich verteilten Masse und mit b(3) —
%s +isgn k(1 — k) cos x triagt auch dieser Anteil nicht zur Varianz bei.

1.3.3 Eine Wahrscheinlichkeitsdichte fiir die Intensitit

Einen weiteren Ansatz fiir wahrscheinlichkeitstheoretische Untersuchungen des
Mikrolinseneffektes bietet eine Theorie stochastischer Prozesse’. In einer gu-
ten Ndherung kann der Intensititsverlauf einer Quelle unter der Wirkung des
Mikrolinseneffektes als ein stetiger Zufallsprozefl mit konstantem Mittelwert be-
trachtet werden. In diesem Fall existiert eine Darstellung der Wahrscheinlich-
keitsdichte fiir die korrelierte Intensitit an zwei unterschiedlichen Zeitpunkten
als eine zweidimensionale Gaufifunktion, die nur von der Varianz und der Au-
tokorrelationsfunktion abhingig ist. Fiir eine zeitabhiingige Funktion () mit
(I' = 0, existieren eine Matrix

R(tl,tg) — < (f(t1)2> (f(élif(tZ» > (1.3.56)

= ~

sowie ein Vektor I(t1,¢2) := (I(t1), I(t2))T. Die Wahrscheinlichkeitsdichte

- - 1 17 T 17
BI(1), (1)) 1= ———mme 2 U 2V R ) ) (1.5.57)
2mv/det R
"Eine Darstellung der zugrundeliegenden Mathematik enthalten: YURI A. RozANow, In-
troduction to random Processes [36] oder KAZIMIERZ SOBCZYK, Stochastic Differential Equa-
tions [42]
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reproduziert Varianz und Autokorrelationsfunktion des stochastischen Prozes-
ses I(t). Damit besteht dann die Moglichkeit, auch Erwartungswerte fiir die
hoheren Potenzen der Intensitéit zu berechnen. Allerdings gibt es bisher keine
Moglichkeit zu iiberpriifen, ob diese Wahrscheinlichkeitsdichte beim Mikrolin-
seneffekt realisiert wird, da die bisher gemessenen Daten nicht ausreichend sind
und auch keine unabhéngigen Modellrechnungen zur Verfiigung stehen.

2 Auswertung
von Varianz und Autokorrelationsfunktion

2.1 Integrationsverfahren

Fiir die praktische Auswertung von (1.3.54) sind wegen der Symmetrieeigen-

schaften von h(S,() Vereinfachungen moglich. Tatsdchlich braucht nur im er-
sten Quadranten iiber $Re[h(s,x,() + h(s,—x,()] integriert zu werden, da

— -

h(=5,¢) = h*(5,¢) gilt und die Funktion h nur iiber cos(x — 2¢) vom Vor-
zeichen des Winkels x abhéngt. Polarkoordinatendarstellung ermoglicht es, auf
einfache Weise die logarithmische Singularitit fiir § = 0 bei der numerischen
Rechnung auszusparen und die Werte fiir a(8) aus der abgespeicherten Ta-
belle ohne zusétzliche Koordinatentransformation zur Interpolation zu verwen-
den. Sowohl das Winkelintegral fiir s > sp als auch das Radialintegral werden
mit der zusammengesetzten Trapezregel und Romberg—Extrapolation berech-
net. Fir s — 0 wird aus der Nédherung (1.3.33) fiir die Funktion a(35) und
einer Reihenentwicklung von A(3,() das Winkelintegral ermittelt. Der Cut-off
Parameter sp mufl dann aus einem Vergleich der Ergebnisse bestimmt werden.
Die Differenz zwischen der Niherungslésung und dem numerisch berechneten
Winkelintegral an der Stelle sg bietet einen Hinweis auf die Qualitidt der Rech-
nung (vgl. Abb. 2). Der bei der numerischen Integration als Abbruchkriterium
verwendete Fehler kann grundsitzlich vernachléssigt werden, selbst wenn fiir
kleine s das Ergebnis der Winkelintegration eindeutig falsch wird, konvergiert
das numerische Verfahren zuverlissig.

2.1.1 Das Winkelintegral

Wihrend fiir s > 1 das Integral {iber den Viertelkreis mit wenigen Funkti-
onswerten bestimmt werden kann, steigt die benotigte Anzahl bei kleineren s
deutlich an. Besonders in demjenigen Bereich, in dem (1 — k)cosy ~ 7 ist,
werden besonders viele Stiitzstellen fiir die numerische Integration benotigt.
Speziell fiir v = 0 gilt mit

(Z(Q)*)
(Z(Q))?

1 o0
_ §+/0 G(s)ds (2.1.1)

daf} die Funktion

—k 2 2w
G(s) = (147“) /0 bfé), (2.1.2)
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bei cos x = 0 mit s fiir s — 0 wichst. Wegen

1 (Reb)? — (Smb)?
Re i = o (2.1.3)

und

=\

b(3) —3 by(5) := %s+n§Re

a0(5) +isgnk(l — |k|) cos x (2.1.4)
S

hat der Integrand in der Nidherung fiir kleine s eine Nullstelle bei xy = xq,

A ap(5)

2 +nRe 1-—

4 2 fiir s < X o a® |KL Gk
1 —|x| + nRe

4 52

CoS X0 S (2.1.5)

Fiir kleine x ist die Funktion negativ, wobei das Minimum bei x = x1, mit
cos x1 = V/3cos o liegt, und sein Betrag ebenfalls mit s~3 fiir s — 0 abfillt.
Bei relativer und absoluter Rechengenauigkeit von jeweils 107% bei der Inte-
gration wird das hier verwendete numerische Verfahren fiir Radialkoordinaten
s < I‘T'*”“‘lo—?’ ungenau, und es mufl mit einem N&herungsverfahren gearbei-
tet werden. Mit der Darstellung (1.3.33) fiir die Funktion a(3) kann das Win-
kelintegral nach Partialbruchzerlegung geschlossen ausgewertet werden, wobei
fiir geniigend kleine s sogar die Winkelabhingigkeit von Re a(3) vernachlissigt
werden darf, ohne das Ergebnis zu beeinflussen. Fiir die Funktion

—k 2 2w
Go(s) := (147r8) /0 b%d(’;) (2.1.6)

gilt dann
A+k(3—21ns)
_ A0-k)

5
21+ (S5iapa)
Fiir A < 1 und < 0.2 wirken sich die numerischen Integrationsfehler schon bei
s < 1072 aus, so daB das hier vorgestellte Verfahren fiir kleine s, A fehlerhaft
wird, da die angestrebte Genauigkeit bei der Approximation von a(8) durch
(1.3.33) erst fiir s < 1073 erreicht wird und auch bei Néherung der Funktion
a(8) durch Terme von hoherer Ordnung in cos y die numerische Auswertung
einer dann notwendigen Partialbruchzerlegung fehlerbehaftet ist.

Wenn v # 0 ist, bleibt dieses Problem prinzipiell bestehen, wobei fiir
bo(b%—i—vQ)_?’/ 2 eine vorherige Reihenentwicklung nach y bzw. y~! notwendig ist.
In diesem Fall muf} die Reihe anschlieSend numerisch aufsummiert werden, wo-
durch eine genauere Analyse der Gleichungen erschwert wird, und die benétigte
Rechenzeit durch die Auswertung dieser Reihe nahezu verdoppelt wird. Fiir die
Autokorrelationsfunktion werden zuséitzlich die ersten beiden Terme aus der

Entwicklung nach |C]? beriicksichtigt, was ausreichend ist, sofern s|C|?2 < 1
bleibt.

Go(s) ~ (2.1.7)
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Abbildung 2: Die Zwischenresultate nach der Winkelintegration auf numerischem We-
ge G(s) und aus der analytischen Niherung Go(s) (gestrichelt) fiir kleine Radialkoor-
dinaten im Vergleich: Qualitativ unterscheidet sich der Funktionsverlauf bei verschie-
denen Quellgrofen trotz des unterschiedlichen Mafistabes nicht, der relative Fehler
dagegen wiichst mit abnehmendem Quellradius.

2.1.2 Das Radialintegral

Fiir s > 1 ist b(3) =~ sA/4, so dafB fiir groBe s das Integral schnell konvergiert
und nahezu unabhéngig von einem oberen Cut-off Parameter s ist, womit gilt:

/OOG(s)ds ~ 2 s00). (2.1.8)

Alle Rechnungen fiir A > 1 wurden mit s, = 165 durchgefiihrt, nur bei kleine-
ren Quellen wurde das Integrationsgebiet auf s, = 1189 ausgedehnt. Fiir kleine
s dagegen zeigt der Vergleich von G(s) mit der aus (1.3.33) hergeleiteten Néhe-
rung in Abbildung 2, wie Gy(s) logarithmisch fiir s — 0 wéchst, wihrend G(s)
nach zeitweiliger Konvergenz gegen G bei der Ann&herung an den Ursprung
deutlich von den zu erwartenden Werten abweicht, sobald die Rechengenau-
igkeit bei zu kleinem s abnimmt. Dabei sind Gy(s) und G(s) besonders bei
grofen Quellen iiber einen weiten Bereich nahezu identisch, so daf fiir viele
der betrachteten Linsensituationen eine Verinderung des Cut—off Parameters
so um eine Zehnerpotenz das Ergebnis um weniger als ein Prozent beeinfluflt.
Bei der konkreten Berechnung von
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Abbildung 3: Uberpriifung der numerischen Fehler durch Berechnung der Varianz
nach (1.3.55) fiir k = 0. Vergleich der Varianz fiir k = 0.025 und « = 0.5 mit dem
Ergebnis fiir £ = 0.

1(9?) _
(Z(9))?

wird deutlich, daf in dem dargestellten Beispiel fiir £ = 0.5 und R = 80 der Be-
reich der Ubereinstimmung von G und Gy iiber drei Zehnerpotenzen mehr um-
faBt, als bei R = 2. Da gleichzeitig die relative Abweichung (G(s)—Go(s))/Go(s)
bei der kleinen Quelle etwa einhundertmal grofler ist, folgt bei dieser eine
deutlichere Abhéingigkeit des Ergebnisses von sy. Allerdings gibt es kein all-
gemeingiiltiges Kriterium um die Bestimmung des Cut-off Parameters sg au-
tomatisieren zu kénnen; wihrend in dem angefiihrten Beispiel die Varianz der
Intensitit als Funktion von sy monoton wéchst, hat ihre Ableitung nach s,
die Differenz G(s) — Go(s) mehrere lokale Extrema. Dabei konnte nicht ge-
kldrt werden, ob dieses nur auf numerische Fehler bei der Berechnung von G(s)
zuriickzufiihren ist, oder dem tatsichlichen Funktionsverlauf entspricht. Ein au-
tomatisiertes Verfahren mufl das Minimum der Differenz G(s) — Go(s) innerhalb
eines geeigneten im allgemeinen nicht vorher bekannten Intervalles finden, ohne
durch vorhandene Schnittpunkte der beiden Kurven an anderer Stelle zu einem
falschen Resultat zu gelangen. Der direkte Vergleich mit exakten Ergebnissen
ist fiir & = 0 moglich, da hier das Resultat immer (Z(Q)?)/(Z(Q))? = 1 sein
muf}. Die numerische Rechnung liefert dabei groflere Werte, die aber nur bei
R < 0.1 eine deutliche Verfilschung des Ergebnisses bewirken, bei grofien Quel-
len und kleiner Massendichte betrigt dieser Fehler weniger als 10% des Betrages
der Varianz der Intensitéit (vgl. Abb. 3).

1 S0 Sco -
§+/ Gg(s)ds+/ G(s)ds+87a(soo) (2.1.9)
0 S0
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Es liegt nahe, durch Addition einer analytisch integrierbaren Funktion die
Bildung von Differenzen grofiler Zahlen zu vermeiden, aber eine Testrechnung
der Form

(Z(Q* . _ (1-r)? 1 1\ @25 [ .
oy T A //RQ <b_2 - %> oy +/0 Go(s)ds — 5 (2.1.10)

brachte keine Veréinderung im Ergebnis, da Nullstellen und Minima von 1/b?
und 1/b3 nicht identisch sind, so daf die Addition grofier Zahlen unterschiedli-
chen Vorzeichens unvermeidbar bleibt.

2.2 Vergleichsmoglichkeiten

Zur Uberpriifung der Ergebnisse mit unabhingigen Rechenverfahren wurden
zwei verschiedene von Refsdal und Stabell [33, 34] vorgestellte Methoden ein-
gesetzt, die hier kurz beschrieben werden.

2.2.1 Die Verstirkung grofier Quellen

Ein Naherungsverfahren zur Berechnung der Varianz der Intensitit grofler Quel-
len, haben Refsdal und Stabell [33] 1991 entwickelt. Nach ihrem Ansatz wird
die Variabilitéit einer ausgedehnten Quelle durch die in ihrer Projektion auf die
Linsenebene gelegenen Sterne verursacht. Bei einer mittleren Verstiarkung

(A)=(1—-r)"2 (2.2.1)
gilt fiir eine Quelle mit der Fliche ||F|| (2 fiir die erwartete Anzahl der Sterne

nll 7l _ s lIF

N =G = ra—np

(2.2.2)

Wenn die Sterne in der Linsenebene zufallsverteilt sind, ist die Anzahl der
Sterne vor dieser Fliche poissonverteilt um den Mittelwert (N) mit einer Stan-
dardabweichung +/(N). Fiir

A = a4 oK 24 0k und o = N S (2.2.3)

de T 1k K N \/m

1—/<V
(2.2.4)
l—ﬁ \/ || IIJr

und mit ||F|| = 7R? = A folgt das in [33] angegebene Ergebnis

SA  2Vk
T= 7 (2.2.5)

ist dann

Bei vorhandener Scherung in der Linse konnte kein derartiges N&herungsver-
fahren entwickelt werden.

Fiir eine aus mehreren geniigend groflen Teilflichen zusammengesetzte Quel-
le ist bei einer ortsunabhiingigen Verteilungsfunktion fiir die Sternkoordinaten
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die Verteilung der Sterne vor den Einzelflichen statistisch unabhingig und pois-
sonverteilt®. Damit sind auch die Verstirkungen fiir die Teilflichen statistisch
unabhiingig, so daB gilt (§4)? = >"(64;)?. Falls die Flichenhelligkeit der Quelle
nicht konstant ist, muf stattdessen die Varianz der Intensitit (07)? = Y (51;)?
bestimmt werden. Dabei gilt mit der mittleren intrinsischen Helligkeit I(j) auf
der Flache F; fiir

4Tk

(1) = POIFIPCA) =

() 1751, (2.2.6)

und damit

(61)? Z () |1 Fl)- (2.2.7)

Bei geniigend kleinen Teilflichen kann die Summe durch ein Integral ersetzt

werden, und es gilt
(61)2 // 1%(C) d? (2.2.8)
1 — K)

\/47mﬂ I2(¢ d2§ 4k (I?)
T T 1C TNme
Daher gilt dann fiir eine Quelle mit gauﬁschem Helligkeitsprofil (1.1.18)

0 _ V25 (2.2.10)
I R

sowie

(2.2.9)

und die Varianz der Intensitit fiir die Quelle konstanter Fliachenhelligkeit ist
damit genau doppelt so grofl wie bei einer Gauflquelle mit gleicher Maximal-
intensitit und Gesamtlichtmenge I. Gegeniiber Rechnungen mit (1.3.55) fiir
10 < R <100 und 0.1 < k < 0.9 betragen die Abweichungen hiervon weniger
als 6%. Dieses Resultat widerspricht dem von Seitz, Wambsganfl und Schneider
[41] veroffentlichten Ergebnis, nach dem die Varianz bei grofien Gaufiquellen
mit der von Refsdal und Stabell [33] ermittelten N&herungslosung fir Quellen
konstanter Flichenhelligkeit iibereinstimmt. Der von Seitz et al. eingefiihrte
Korrekturterm reduziert diesen Unterschied nur geringfiigig fiir kleinere Quel-
len R < 30, das asymptotische Verhalten fiir grofle Quellradien bleibt nahezu
unverdndert.

2.2.2 Numerischer Test

Zur Uberpriifung der Ergebnisse bei kleineren Quellen wird die von Refsdal und
Stabell [34] beschriebene Variante des Strahlenschiefens verwendet. Bei diesem
Verfahren wird die Abbildung eines regelméafligen Punktgitters der Kantenldnge
2Ry durch die Linsengleichung (1.1.12) von der Linsen— auf die Quellebene un-
tersucht. Fiir das Linsenmodell werden dabei mittels Zufallszahlengenerator
Sternkoordinaten auf einer Kreisfliche vom Radius Ry ax erzeugt, wobei die

®Den folgenden Teil ihrer Analyse haben die Autoren nicht veréffentlicht
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Anzahl der Sterne einer Poissonverteilung um den Mittelwert (N) = xkR2 .
folgt und die Masse jedes Sternes gleich der Einheitsmasse ist. Die von einem
Beobachter gemessene Intensitit ist dann gleich der Summe iiber alle Gitter-
punkte, jeweils gewichtet mit der intrinsische Quellintensitit an den Punkten in
der Quellebene, welche in diesem Zusammenhang als Bildpunkte der Abbildung
zu betrachten sind. Der Fehlerbetrachtung in [34] folgend, wird die Varianz der
Intensitét ebenfalls aus N, = 1000 Einzelmessungen bestimmt, was zu einem
Fehler von 61(dm) = /1/(2N,,) = 2.2% bei der Bestimmung von ém fiihrt.
Eine weitere Fehlerquelle, welche in dieser Arbeit betrachtet wurde, basiert
auf der begrenzten Anzahl von Lichtstrahlen N,, welche in der numerischen
Rechnung beriicksichtigt werden kénnen. Mit dem fiir eine Quelle konstanter
Fliachenhelligkeit angegebenen Fehler do(dm) ~ 1.085N, 3/4 folgt bei einem ge-
forderten Gesamtfehler von unter 3%, dafi N, grofier als 205 sein muf. Nach
numerischen Tests wurde in allen im Rahmen dieser Arbeit fiir Gaulquellen
durchgefiihrten Rechnungen mit N, > 230 sichergestellt, dafl dieser Anteil am
Gesamtfehler klein genug bleibt. Die Ausdehnung des quadratischen Schiefifel-
des mit der Kantenlinge 2Ry wird bestimmt durch die Forderung, daf3 der Ein-
flufl weiter entfernter Bilder auf die gesammelte Lichtmenge zu vernachléssigen
ist. Nach einer Analyse von Paczynski [27] tragen Bilder, deren Abstand vom
Ursprung der Linsenebene gréofler als r ist, bei einer Punktquelle im Zentrum
der Quellebene und einem ausreichend groflen r mit zusammen

K A, K

Azib L, —— = —
L T T R 7} S T >

(2.2.11)

zur Gesamtverstirkung bei. Da diese Bilder immer in der Nihe von Sternen
entstehen, geniigt es, wenn die Eckpunkte des Gitters innerhalb des Sternfeldes
zu liegen kommen, und deswegen Ry > 1.5Rg gewdhlt wird. Fiir die hier
vorgestellten Beispielrechnungen ist r der Abstand zwischen dem Rand des
SchieBfeldes und dem der Quelle. Mit A% < 0.01 wird sichergestellt, dal weniger

A
als ein Prozent der Lichtmenge auflerhalb des Schieflfeldes auftrifft.
Fir r = Ry — HT\/ZH‘ folgt mit

9 K (A) 100 &
rt = >
11— k[2ZA, 7 |1 —&)?

(2.2.12)

eine Abschéitzung der Mindestgrofie Ry fiir das Schiefifeld bei einem endlichen
Quellradius:

VA + 10k

Ry >
0 11— x|

(2.2.13)
Nur bei k < 0.1 mufl durch eine zusétzliche VergroBlerung des Schieffeldes
sichergestellt werden, dal durch die wenigen beriicksichtigten Sterne das Er-
gebnis nicht durch seltene Ereignisse hoher Verstirkung verfdlscht wird, was
durch Ry > 3 und bei kleinen Quellradien zusétzlich mit N, = 2000 erreicht
wird. Bei der Berechnung der Autokorrelationsfunktion wird das Licht gleich-
zeitig auf zwei Kreisfliichen gesammelt, deren Zentren den Abstand 2|C| haben.
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Dafiir wird der Radius des Schiefifeldes vergroflert auf

VA + 10¢E> L2

(2.2.14)

R 3 .
0>max<, |1_K| |1_K|

2.3 Ergebnisse

Fiir Massendichten x zwischen 0.025 und 1.6 und fiir Quellgré8en von 1/100 bis
100 Einsteinradien wurde (2.1.1) ausgewertet. Besondere Beachtung gilt dabei
der Umgebung von x = 1, da hier die Integrale (2.1.1) bzw. (2.1.9) divergieren.
Um den Einfluf} eines Scherungstermes zu untersuchen, werden einige Kurven
mit v = 0.1 und v = 0.4 berechnet. Diese Rechnungen basieren auf der An-
nahme, daf} alle Sterne in der Linsenebene die gleiche Einheitsmasse besitzen.
Da diese Voraussetzung in realistischen Linsensituationen nicht erfiillt ist, wird
mit einzelnen Vergleichsrechnungen der Einflul verschiedener Massenverteilun-
gen untersucht.

Fiir den Vergleich mit gemessenen oder auf numerischem Wege erzeugten
Lichtkurven wird die auf Grund der Varianz erwartete Helligkeitsschwankung
in Magnituden ausgedriickt:

_ (Z(Q)?) — (Z(2))
sm=251g (1+\/ 770))? ) (2.3.1)

Bei der Analyse des oben beschriebenen Strahlenschiefiens wird deutlich, daf}
Umrechnung der einzelnen gemessenen Intensititen in Magnituden und an-
schliefende Mittelwertbildung in der Regel deutlich grofiere Werte fiir die Stan-
dardabweichung ergibt als diese Darstellung und nur bei kleinen Varianzen zum
gleichen Ergebnis fithrt, worauf beim Vergleich mit Resultaten anderer Unter-
suchungen geachtet werden muf.’

Fiir die Darstellung der Autokorrelationsfunktion wird die Notation

A (T(QDT(Q)) — (Z(Q)? _
="y -moy

verwendet, um zu verdeutlichen, daf} die Autokorrelatlonsfunktlon e1ne Funk-
tion der Differenz zweier Quellposmonen ( = <2 — Cl oder mit C = Vt eine
Funktion der Zeit ist, wobei Cl, Cg die Zentren der, im Rahmen der mathema-
tischen Herleitung formal unterschiedenen Quellen Q;, Qo bezeichnen. Wegen
der Normierung gilt immer ¢(0) = 1, so dafl der direkte Vergleich verschiedener
Modellrechnungen vereinfacht wird. Eine charakteristische Grofle fiir die Auto-
korrelationsfunktion ist die Korrelationsldnge, der Quellabstand, bei dem die
Funktion den Wert 0.5 annimmt.

(Z(Q1),7(Qs)) (2.3.2)

2.3.1 Varianz als Funktion der Quellgriéfle

Aus der Arbeit von Refsdal und Stabell [33] wird deutlich, daf$ die Abhéngigkeit
der Helligkeitsschwankungen vom Quellradius am iibersichtlichsten auf einer

“WambsganB et al. [46] werten z.B. ((log 4)?) aus.
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Abbildung 4: Standardabweichung der Intensitit nach (1.3.55) in Magnituden umge-
rechnet (logarithmische Darstellung) fiir K = 0.4, k = 0.6 und x = 0.9 (durchgezogene
Linien, in der linken Bildhilfte von unten nach oben), Niherung von Refsdal und Sta-
bell fiir GauBquelle (gestrichelt) und einzelne Ergebnisse mittels Strahlenschieflens (+, o
und *).

: : s dlndm —
logarithmischen Skala dargestellt werden kann, da fiir grofie Quellen 755 =

%dj—;{” konstant ist und fiir R — 0 ebenfalls gegen null geht. Wegen der man-
gelnden Rechengenauigkeit bei sehr kleinen Quellradien ist es mit dem hier vor-
gestellten Ansatz nicht moglich das asymptotische Verhalten von dm fiir R — 0
zu bestimmen, wobei Abbildung 4 allerdings andeutet, daf§ die Varianz einer
Punktquelle eine endliche Gréfle ist. Bei groflen Quellen ist auffallend, dafl die
Varianz geringfiigig langsamer abnimmt, als aus der Abschétzung von Refsdal
und Stabell [33] folgt. Da spétere numerische Rechnungen dieser Autoren [34]
ergaben, dafl die Ndherunglésung eine obere Grenze fiir die Varianz ergibt, wird
aus Abbildung 4 deutlich, daf} die hier vorgestellten Ergebnisse fiir sehr grofie
Quellen um circa 4% zu grof} sind. Durch eine Verkleinerung des in Abschnitt
2.2 eingefiithrten Cut—off Parameters sg fiir den Wechsel zwischen numerischer
Integration und Verwendung der analytischen Nidherung bei der Winkelinte-
gration wird diese Differenz verringert und sie verschwindet mit sy ~ 107>,
aber ein Vergleich mit Abbildung 2 zeigt deutlich, daf fiir derartig kleine s; die
Ergebnisse der numerischen Rechnung durch Rundungsfehler beeinflufit wer-
den und die Wahl des Cut—off Parameters nur eine zufillige Ubereinstimmung
der Ergebnisse bewirkt. Aus Abbildung 4 wird ebenfalls ersichtlich, daf} sich
Kurven verschiedener Massendichten im Bereich kleiner Quellradien schneiden,
was gleichbedeutend damit ist, dal bei gegebener Quellgréfe unterschiedliche
Massendichten zu derselben Varianz fithren. Dieses ist darauf zuriickzufiihren,
daf die Varianz als Funktion von & ein lokales Maximum im Intervall (0, 1) hat
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und daher, wie in Abbildung 6 erkennbar ist, jeweils zwei verschiedene x zum
gleichen Resultat fiihren.

2.3.2 Varianz als Funktion der Massendichte

Als Funktion von  hat dm fiir kleine R ein Maximum auf dem Intervall (0, 1),
dessen Lage sich mit ansteigendem R Richtung x — 1 verschiebt, wihrend sein
Betrag abnimmt. Nach Deguchi und Watson [10] geht (12)/(I)? logarithmisch
gegen eins, was fiir kleine Quellen, wie sie auch von den beiden Autoren unter-
sucht wurden, zumindest qualitativ deutlich wird, fiir R > 20 allerdings kann
dies hier im Rahmen der Rechengenauigkeit nicht bestétigt werden. Aus Ab-
bildung 5 ist ersichtlich, dafl das Intervall, in dem dm ein derartiges Verhalten
zeigt, nur in den vergrofierten Ausschnitten deutlich wird, wihrend es im oberen
Bildteil kaum erkennbar ist. Nicht abgebildet ist hier der Ubergang zu falschen
Resultaten bei Quellradien R > 50, wenn « sich der kritischen Massendichte
anndhert. In diesem Wertebereich wird der Imaginirteil der Funktion b(3) so
klein, daf G(s) auch fiir sehr kleine s noch mit s~ anwiichst und das Radialin-
tegral durch numerische Fehler bei der Bildung von Differenzen grofler Zahlen
verfilscht wird. Die Breite des Intervalles um x = 1, in dem die numerischen
Fehler relevant werden, betrigt bei R = 50 ungefihr 8 - 107*, steigt mit wach-
sendem R langsam an und erreicht bei R = 100 einen Wert von 3.2 - 1073, Fiir
v > 0 verschwindet die Varianz an den beiden Punkten, an denen x £+ = 1 ist.
Im Unterschied zu v = 0 wirken sich die numerischen Fehler schon bei kleinen
Quellen deutlich aus, so dafl mit dem hier vorgestellten numerischen Verfahren
Berechnungen nur fiir |1 —k=| > 1073 méglich sind. Auffillig ist dabei, daf die
Ergebnisse fiir v = 0.4 deutlich kleiner sind als im scherungsfreien Fall, wihrend
mit v = 0.1 zumindestens bei kleinen Massendichten geringfiigig grofiere Werte
berechnet werden.

2.3.3 Varianz als Funktion des Massenspektrums

Wiéhrend bisher alle Berechnungen mit identischen Massenpunkten in der Linse-
nebene durchgefiihrt wurden, muf} bei einer realititsnahen Anwendung beriick-
sichtigt werden, dafl Sterne und kompakte Objekte innerhalb einer Galaxie
ein Spektrum von der Grofle kleiner Planeten bis zu Riesensternen mit vie-
len Sonnenmassen umfassen. Zwar kénnen Planetensysteme ebenso wie Dop-
pelsterne, deren Abstand kleiner als der Einsteinradius ist, als Punktmassen
betrachtet werden, dennoch umfafit das Massenspektrum in der Regel mehrere
Zehnerpotenzen. Eine einfache Anderung der Einheitsmasse entspricht nur einer
Mafstabsinderung, welche in diesem Formalismus einer verdnderten Quellgrofie
gleichkommt. Demgegeniiber mufl die Einfithrung eines Massenspektrums bei
der Berechnung der Autokorrelationsfunktion fiir die Lichtablenkung (1.3.16)
bzw. (1.3.35) beriicksichtigt werden. Ergebnisse einer Beispielrechnung fiir ein
Zwei-Komponenten Gemisch aus Einheitsmasse und einer Anzahl kleinerer Ob-
jekte in unterschiedlichen Mischungsverhéltnissen sind Abbildung 8 zu ent-
nehmen. Unter der Annahme ein Massenspektrum koénne durch eine zu de-
finierende effektive Masse beschrieben werden, entspriche jedes einzelne Mi-
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Abbildung 5: Oben: Standardabweichung der Intensitéit in Magnituden fiir Quellradius
R =20, R =50 und R = 100 (von oben nach unten) dazu Refsdal-Stabell Ndherung
(gestrichelt) und fiir R = 20 (+) einige mittels Strahlenschielen gewonnene Resultate.
Unten: Ausschnittsvergrofierung der Umgebung von x = 1, mit berechneten Werten
(o) bei k = 14+ 27%/20 fiir k = 1 bis k = 7 bei R = 20 und R = 50, sowie k = 1 bis
k =5 bei R = 100.
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Abbildung 6: Standardabweichung der Intensitit nach (1.3.54), mit (2.3.1) umge-
rechnet in Magnituden fiir Quellradius R = 0.1 (durchgezogene Linien) und R = 1.0
(gestrichelt) sowie einige mittels Strahlenschiefen gewonnene Werte (+, o)

Unten: Ausschnitt der Umgebung von x = 1, mit berechneten Werten bei k =
1£27%/20fir k=1bisk="7
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Abbildung 7: Standardabweichung der Intensitéit in Magnituden fiir Quellradius R =
2, v=0.1 und v = 0.4 sowie zum Vergleich v = 0 (gestrichelt)

schungsverhéltnis wiederum einer einfachen Mafistabstransformation, wodurch
es moglich wire, dquivalenten Punkten in jedem der beiden mit unterschiedli-
chen Quellradien erstellten Teilbildern von Abbildung 8 identische Mafstabs-
faktoren zuzuordnen. Tatsichlich betrigt der Unterschied fiir diese weniger als
2%, was dafiir spricht, daf} eine derartige Beziehung zumindestens niherungs-
weise gilt. Durch eine Darstellung der Quellgréie als Funktion der Standard-
abweichung bei festgehaltener Massendichte, 148t sich fiir jeden in Abbildung
8 angegebenen Wert eine effektive Quellgréfie und damit auch der Mafistabs-
faktor ermitteln. Einem Ansatz von Refsdal und Stabell [33] folgend, kann eine
effektive Masse durch (12)

Mg o)
definiert werden. Verglichen mit der Wurzel dieser Grofle, sind die Mafistabs-
faktoren bei R = 10 um weniger als 0.6% zu groff und bei R = 2 sind sie um
bis zu 1.1% zu klein. Das bedeutet, daf sich bei der Berechnung der Varianz
fiir diese Quellradien ein Massenspektrum in sehr guter Niherung durch die
effektive Masse Mg ersetzen lifit. Eine Uberpriifung dieses Zusammenhanges
fiir grofle Quellen ergab allerdings Abweichungen des ermittelten Einsteinradius
aus Rechnungen mit effektiver Masse gegeniiber der expliziten Beriicksichtigung
des Massenspektrums von bis zu 1.3% und 8.1% bei R = 20 bzw. R = 40 (ge-
messen in normierten und dimensionslosen Einheiten). Dabei traten die grofiten
Abweichungen auf, wenn 90% aller Sterne jeweils weniger als 0.4 Sonnenmassen
hatten.

(2.3.3)
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Abbildung 8: Standardabweichung der gemessenen Intensitéit (umgerechnet in Magni-
tuden) bei einem zweikomponentigem Massengemisch, als Funktion des Massenverhélt-
nis Ms/Mj bei einem Anteil von 10% bis 90% der Sterne (von unten nach oben) mit
der Masse M fiir £ = 0.5 und R = 2 (oberes Bild) sowie R = 10 (unteres Bild).

Die Grofle des Einsteinradius ist dabei durch M; festgelegt.
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2.3.4 Autokorrelationsfunktion

Die Autokorrelationsfunktion einer Lichtkurve enthélt Informationen iiber die
statistische Abhéngigkeit von Helligkeitsmessungen zu verschiedenen Zeitpunk-
ten als Funktion des zeitlichen Abstandes der Messungen. Bei den hier vorge-
stellten Modellrechnungen wurde der Abstand der Quellzentren als freier Pa-
rameter gewdhlt, so daf erst fiir den Vergleich mit Mefwerten die Geschwin-
digkeit der Quelle bestimmt werden mufi. Wenn die Gesamtmassendichte r;
und die Scherung v durch ein Makrolinsenmodell gegeben sind, wird die Auto-
korrelationsfunktion fiir v = 0 durch den Quellradius R und die Kontinuums-
massendichte #. vollstindig bestimmt!®. Da ohne Scherung keine Richtung in
der Linsenebene ausgezeichnet ist, miissen dann auch die statistischen Eigen-
schaften einer Lichtkurve richtungsunabhéngig sein. Die Normierung mit der
Varianz bewirkt, dafl jede Autokorrelationsfunktion fiir ¢ = 0 bzw. fiir 5 =0
den Wert 1 hat. Als eine charakterisierende Groéfle fiir die Autokorrelations-
funktion wird die Korrelationslinge als derjenige Quellabstand definiert, bei
dem die Funktion den Wert 1/2 annimmt. Wegen der zwei freien Parameter ist
allerdings mindestens die Kenntnis eines weiteren Funktionswertes notwendig,
um eine Modellfunktion festzulegen. Fiir einen Vergleich mit Autokorrelations-
funktionen aus Meflwerten mufy mit der effektiven Geschwindigkeit V' der Quelle
(1.1.21) ein weiterer freier Parameter eingefiithrt werden, um die Modellfunktio-
nen in eine Darstellung als Funktion der Zeit transformieren zu kénnen. Nach
(1.3.53, 1.3.54) hingt die Autokorrelationsfunktion vom Quadrat der Differenz
der Quellkoordinaten ab und damit ergibt sich fiir sehr kleine Zeitintervalle
in sehr guter Niherung ein quadratischer Abfall der Autokorrelationsfunktion
mit zunehmendem Abstand der Quellen. Aus durchgefiihrten Rechnungen 143t
sich entnehmen, dafl bis zu einem halben bis einem Quellradius Abstand bei
grofien Quellen (R > 1) keine Abweichungen von dieser Parabelform auftreten,
wogegen aus den vorliegenden Gleichungen dieses Verhalten nur fiir sehr viel
kleinere Abstinde zu erwarten war. Wird die Variabilitdt der Lichtkurve aus-
schlieflich durch den Mikrolinseneffekt hervorgerufen, ist zu erwarten, dafl die
Korrelation zwischen zwei Messungen fiir grofle Quellen bei einem Quellabstand
I{| > 2R/|1 — k| verschwindet, da die Verstirkung dann von zwei disjunkten
Sternfeldern bewirkt wird und die Meflwerte dadurch statistisch unabhéngig
werden.

Durch Strahlenschielen ermittelte Werte fiir cor(Z(Q1),Z(Q2)) scheinen we-
gen der groflen Streuung der Ergebnisse zunichst nahezu unkorreliert zu sein.
Erst nach Normierung mit den, in derselben Mefireihe gewonnenen Werten von
Var % kann die aus (1.3.53, 1.3.54) gewonnene Autokorrelationsfunktion auch
mittels Strahlenschieflen sehr genau reproduziert werden. Die Reduktion der
statistischen Schwankungen durch diese Normierung wird auch bei der Unter-
suchung an QSO 223740305 im nichsten Kapitel deutlich. Trotz der zu kurzen
Lichtkurven kann der mogliche Wertebereich fiir Quellgrofie und Geschwindig-
keit nach Auswertung der Autokorrelationsfunktionen sehr stark eingeschrinkt
werden.

10Dje Massendichte in Sternen und kompakten Objekten ist schon durch ks = k¢ — ke
festgelegt.
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Zur Beschreibung der Modellautokorrelationsfunktionen mufy bei vorhande-
ner Scherung v # 0 zusétzlich der Winkel zwischen Bewegungsrichtung und
Scherung beriicksichtigt werden, denn durch den Scherungsterm in der Lin-
sengleichung wird die Richtungsunabhéngigkeit der Autokorrelationsfunktion
aufgehoben. Ein kreisférmiges Bild wird dadurch zu einer Ellipse verformt. Mit
der Wahl des Vorzeichens von 7 in (1.1.10) wird bei einer Punktmasse im Koor-
dinatenzentrum die Richtung senkrecht zum Ortsvektor des betrachteten Bild-
punktes als die Scherungsrichtung definiert. Ohne Uberfokussierung verliuft die
Scherungsrichtung mit |1 — k —y| < |1 — k + | parallel zur grofien Hauptachse
eines elliptischen Bildes. Dabei wichst die Korrelationsldnge in dieser Richtung,
wihrend sie in der Richtung orthogonal zur Scherung kleiner wird. Entlang der
Winkelhalbierenden unterscheiden sich die Ergebnisse von den mit v = 0 be-
rechneten Werten um weniger als ein Prozent innerhalb der Korrelationslénge,
fiir groBere Quellabstinde wird die Autokorrelationsfunktion durch den Sche-
rungsterm verkleinert. Die deutlichsten Auswirkungen sind im rechten oberen
Teil von Abbildung 10 angedeutet, wo bei k = 0.5 und v = 0.4 die Korrelati-
onslidnge parallel zur Scherung 200 Einsteinradien betrigt, was in diesem Fall
einem 20-fachen Quellradius entspricht, und in dem gewéhlten Maflstab nicht
mehr darstellbar ist. Allerdings ist bei dieser Korrelationldnge zu beriicksichti-
gen, dafl die Linge der grofien Halbachse der Ellipse mit R/|1 — x — | = 100
der halben Korrelationldnge entspricht.

Der untere Teil der Abbildung 10 zeigt einige Ergebnisse von Beispielrech-
nungen. Das linke Bild verdeutlicht, dafl auch fiir unterschiedliche Makrolin-
senparameter x; und 7' nahezu iibereinstimmende Autokorrelationsfunktionen
existieren, und daher die genaue Kenntnis eines Makrolinsenmodells fiir er-
folgreiche Modellrechnungen notwendig ist. Die rechte Skizze zeigt fiir Bild A
vom Einsteinkreuz (QSO 2237+0305) die Bestapproximation mit R = 0.2 und
1 = 18° (obere durchgezogene Linie). Die Autokorrelationsfunktion fir R = 1
und ¢ = 0° (untere punktierte Linie) verliuft deutlich unterhalb dieser Kurve
und oberhalb von allen anderen Modellfunktionen mit R > 1. Wihrend Mo-
delle mit groflen Quellradien dadurch ausgeschlossen werden konnen, gibt es
verschiedene Modellfunktionen fiir kleinere Quellen, die sich fiir kleine Zeiten ¢
nur geringfiigig voneinander unterscheiden. Die Abweichungen der Funktionen
voneinander werden erst bei ldngeren Autokorrelationsfunktionen signifikant
und der Vergleich der Modellfunktionen ermoglicht es die Liange der Autokor-
relationsfunktion aus Mefldaten abzuschitzen, welche notwendig ist, um die
Mikrolinsenparameter eindeutig festlegen zu koénnen.
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Abbildung 9: Oben links: Autokorrelationsfunktion fiir R = 2, ¥ = 0.2, 0.4 und 0.6
(von unten nach oben); rechts: k = 0.5 fiir R = 10 und R = 20 zusammen mit je einer
quadratischen Niherung (punktiert)

Unten: £ = 0.2 und & = 0.4 (jeweils von unten nach oben) fiir R = 2 und R =
V/8, sowie jeweils eine quadratische Niherung (punktiert) und mittels Strahlenschieflen
gewonnene Ergebnisse fiir R = 2 mit x = 0.2 (Kreise)
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Abbildung 10: Oben links: Autokorrelationsfunktion fiir R = 2, £ = 0.5 und v = 0.1
senkrecht, im Winkel 7/4 und parallel zur Scherung (von unten nach oben), sowie fiir
~v = 0 zum Vergleich (punktiert); rechts: Wie links, aber fiir R = 10 und v = 0.4;
Unten: Modellfunktionen fiir QSO 223740305 links: Bild A, ¢y = 18° und ¢ = 27°
(obere und untere durchgezogene Linie); Bild B, ¢ = 9° (obere gestrichelte Linie); Bild
C, ¢ = 9° und ¢ = 18° (untere zwei gestrichelte Linien); Bild D, ¥ = 9° (mittlere
durchgezogene Linie); rechts: Bestapproximationen fiir die Autokorrelationsfunktion
von Bild A mit verschiedenen Quellgréfien: R = 10, ¢ = 0° (untere durchgezogene
Linie); R = 1, ¢ = 0° (untere punktierte Linie); R = 0.5, ¢ = 0° (untere gestri-
chelte Linie); R = 0.3, ¢ = 9° (obere punktierte Linie); R = 0.2, ¢» = 18° (obere
durchgezogene Linie); R = 0.1, ¢ = 18° (obere gestrichelte Linie)
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3 Untersuchung
des Mikrolinseneffektes bei Quasaren

Die normierte Linsengleichung (1.1.12) hingt weder von einem kosmologischen
Modell noch von einem speziellen Linsenmodell ab. Neben Quellgréfie, Scherung
und der dimensionslosen Flichenmassendichte in Sternen und kompakten Ob-
jekten bleibt bei einer wahrscheinlichkeitstheoretischen Analyse nur noch das
Massenspektrum als freier Parameter. Dieses kann aber, niherungsweise durch
die effektive Masse ausgedriickt, in die Definition des Einsteinradius einbezo-
gen werden. Fiir die Berechnung der Autokorrelationsfunktion werden zusétz-
lich Betrag und Richtung der Relativgeschwindigkeit von Beobachter, Linse
und Strahlungsquelle benétigt. Werden mittels eines Makrolinsenmodelles die
Gesamtmassendichte und die Scherung an den Bildpositionen eines Mehrfach-
quasars bestimmt und aus einer ausreichend langen Lichtkurve Varianz und
Autokorrelationsfunktion berechnet, konnen im Prinzip durch Vergleich mit auf
theoretischem Wege bestimmten Werten die freien Parameter ermittelt, oder bei
Entartung deren moglicher Wertebereich festgelegt werden. Dazu kann z.B. die
Differenz von empirischer Autokorrelationsfunktion und numerisch bestimm-
ten Modellfunktionen beziiglich einer gewihlten Norm minimiert werden, um
so eine Bestapproximation zu ermitteln. Die gemessene Varianz alleine kann
bei unbekanntem ks < k; nur eine Obergrenze fiir die Quellgréfie — gemessen
in Einsteinradien — festlegen, wobei die Langeneinheit wegen der unbekannten
effektiven Masse nicht bestimmbar ist.

Zusétzlich zum Mikrolinseneffekt und intrinsischer Quasarvariabilitit tra-
gen auch Mefifehler additiv zur Varianz einer gemessenen Lichtkurve bei, so
daf} besonders bei geringer Variabilitdt die Varianz zusétzlich vergréfiert wird.
Daher konnen durch eine statistische Analyse Informationen zuerst nur aus
den Autokorrelationsfunktionen fiir die einzelnen Makrobilder abgeleitet wer-
den, da diese nur iiber die Normierung mit der Varianz von den unkorrelier-
ten Fehlern abhingt. Das hier vorgestellte numerische Modell beschreibt eine
Autokorrelationsfunktion als Funktion vom Quadrat des Abstandes |¢| zweier
Punkte in der Quellebene. Durch die Festlegung einer Geschwindigkeit V er-
folgt mit 5 =V t eine Abbildung auf die, als Funktion der Zeit dargestellte und
aus Beobachtungsdaten berechnete empirische Autokorrelationsfunktion. Hier
beschreibt (1.1.21) die, von einem Beobachter gemessene Geschwindigkeit der
Lichtquelle relativ zur optischen Achse vom Beobachter durchs Linsenzentrum,
wie bei Kayser, Refsdal und Stabell [18] dargestellt. Durch geeignete Wahl der
Mikrolinsenparameter (Quellgrofie A = R?, normalisierte Massendichte in Ster-
nen und kompakten Objekten xk = k5/(1 — k.) und des Betrages des Winkels
zwischen Bewegungsrichtung und lokaler Scherung ) mufl dann fiir gegebene
Gesamtmassendichte x; und Scherung ' eine Bestapproximation fiir die Auto-
korrelationsfunktion bestimmt werden.

Wenn die Pekuliarbewegung der Sterne in der Linsengalaxie vernachléssigt
werden kann, mufl die Bewegungsrichtung in allen Bildern die gleiche sein. Die-
ses trifft z.B. auf den im Abschnitt 3.3 untersuchten Doppelquasar B1600+434
zu, bei dem die relativistische Elektronengeschwindigkeit in einem Radiojet
zu einer scheinbar iiberlichtschnellen Transversalgeschwindigkeit fithrt, im Ver-
gleich zu der die Pekuliargeschwindigkeiten der einzelnen Sterne vernachlissig-
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bar klein sind. Sofern die Richtung der lokalen Scherung aus dem Makrolin-
senmodell ermittelbar ist, kann dann das Mikrolinsenmodell durch Vergleich
der Winkel zwischen Scherung und der Richtung der Bewegung in den einzel-
nen Bildern auf Konsistenz untersucht werden. Diese Mdoglichkeit ist auch bei
elliptischen Linsengalaxien in Betracht zu ziehen, da hier durch vorwiegend un-
geordnete Eigenbewegung der Sterne keine bevorzugte Richtung existiert. Um
die Relativbewegung der Sterne in der Linsengalaxie beriicksichtigen zu kénnen,
muf} der im ersten Kapitel vorgestellte wahrscheinlichkeitstheoretische Ansatz
modifiziert werden. Dabei wird die Korrelationsfunktion fiir die Lichtablenkung
(1.3.1, 1.3.2) zeitabhéngig und kann damit im Rahmen des hier vorgestellten
Verfahrens nicht untersucht werden.

Wird der Linseneffekt durch eine Spiralgalaxie verursacht, dann dominiert
die Eigenrotation der gesamten Galaxienscheibe die Bewegung der Sterne rela-
tiv zum Galaxienzentrum, was sich besonders fiir einen Beobachter auswirkt,
welcher auf die Fliche der Galaxienscheibe (face-on) blickt, da fir ihn die effek-
tive Transversalgeschwindigkeit in den einzelnen Bildern in Betrag und Rich-
tung unterschiedlich ist. In diesem Fall muf} die Projektion der Rotationsge-
schwindigkeit auf die Linsenebene zur Schwerpunktsgeschwindigkeit vy addiert
werden [18], woraus fiir die einzelnen Makrobilder unterschiedliche effektive Ge-
schwindigkeiten 1% resultieren, und eine Uberpriifung der Ergebnisse erschwert
wird. Beim QSO 224540305 befinden sich die vier Bilder allerdings so nahe
am Galaxienkern, da} die Rotationsgeschwindigkeit nur geringen Einfluf} hat.
Die Streuung der aus den Einzelbildern ermittelten Quellradien bietet ein Maf}
fiir die Qualitét der Approximation, hingt aber auch entscheidend von einer
ausreichenden Lénge der Lichtkurve und der Hiufigkeit von Messungen ab.
Da fiir die Berechnung von Varianz und Autokorrelationsfunktion nur Langen
in Einheiten des Einsteinradius eingehen, ist es prinzipiell nicht mdglich, oh-
ne zusétzliche Informationen die effektive Masse der kompakten Objekte und
damit eine absolute Lingeneinheit zu ermitteln. Dafiir miifite z.B. durch einen
zweiten, geniigend weit entfernten Beobachter der von Refsdal [32] beschriebene
Parallaxeneffekt genutzt werden.

3.1 Statistische Analyse gemessener Lichtkurven

Ein zusétzliches Problem bei der Bestimmung der Mikrolinsenparameter be-
steht darin, dafl sowohl Mikrolinseneffekt als auch intrinsische Variabilitit der
Lichtquelle zur Varianz einer gemesenen Lichtkurve beitragen. Ihre Wirkung
kann nur bei Mehrfachbildern im Prinzip unterschieden werden, da der Bei-
trag der intrinsischen Variabilitét sich in der Korrelation zweier entsprechend
der unterschiedlichen Lichtlaufzeit zeitversetzt beobachteten Bilder widerspie-
gelt, wihrend der Mikrolinseneffekt in verschiedenen Bildern unkorreliert ist.
Wegen der sehr kleinen Ablenkungswinkel, durchlauft das Licht aller Bilder
innerhalb der host—galaxy den gleichen Raumbereich und der Einflul der Ma-
terie auf die Strahlung zeigt sich korreliert in allen Makrobildern entsprechend
der Lichtlaufzeitdifferenz zeitversetzt. Lokale Bedingungen in der Linsengala-
xie, welche eine Variabilitidt der hindurchgehenden Strahlung verursachen, wie
z.B. Szintilation im Radiofrequenzbereich, die ebenso wie der Mikrolinseneffekt
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nur jeweils ein Bild beeinflussen, konnen demgegeniiber das Ergebnis dieser
Analyse verfilschen, sofern es nicht gelingt, den Einflufl dieser Effekte auf die
Lichtkurven z.B. auf Grund ihrer unterschiedlichen Zeitskalen oder Frequenz-
abhéngigkeit von der Wirkung des Mikrolinseneffektes zu unterscheiden. Dieser
Aspekt muf} bei der Untersuchung einzelner Lichtkurven beriicksichtigt werden,
da diese Einfliisse nicht a priori separiert werden kénnen.

3.1.1 Beriicksichtigung intrinsischer Variabilitét

Wenn die gemessene Intensitédt als Produkt von Verstirkung durch den Lin-
seneffekt und der davon statistisch unabhiingigen intrinsischen Intensitit dar-
gestellt werden kann, gilt mit den Ansétzen I(t) = u(t) - Iy(t) und den Erwar-
tungswerten (I) = (u) - (Ip) fiir jedes Bildpaar j,k :

OO\ BO N b
<<Ij](t)><1k(t)>>_<<[g(t)>2> L+ Var 7.5 (3.1.1)

da die Verstirkung durch den Mikrolinseneffekt in den verschiedenen Makro-
bildern unkorreliert ist. Da an Stelle der Erwartungswerte in der Praxis nur
Néherungswerte durch Mittelwertbildung aus einer endlichen Datenmenge zur
Verfiigung stehen, wird diese Beziehung nie exakt erfiillt sein. Die Streuung fiir
die einzelnen Mittelwerte kann dabei aus der Verteilung der Ergebnisse fiir die
Untersuchungen an Teilmengen der verfiigbaren Daten abgeleitet werden. Wenn
die Datenmenge fiir eine zuverléssige Statistik nicht ausreichend ist, wird sich
die statistische Unabhéngigkeit von intrinsischer Variabilitdt und Verstirkung
in den verschiedenen Bildern nicht anhand der Lichtkurven nachweisen lassen
kénnen. Eine weitere Moglichkeit zur Uberprfung des Ergebnisses besteht, wenn
mehr als zwei Makrobilder existieren, und die Kreuzkorrelation zwischen ver-
schiedenen Bildpaaren verglichen werden kann. Prinzipiell 148t sich mit diesem
Ansatz auch die Korrelation zu verschiedenen Zeiten und damit eine Autokor-
relationsfunktion fiir die intrinsische Variabilitit ermitteln.

Die Helligkeitsdifferenz zweier Bilder in Magnituden oder der Quotient ih-
rer Intensitéiten nach Beriicksichtigung des Time-delays sind demgegeniiber un-
abhéngig von der intrinsischen Variabilitit der Quelle, kénnen aber mit dem
vorgestellten wahrscheinlichkeitstheoretischen Ansatz nicht ausgewertet wer-
den, da Varianz und Autokorrelationsfunktion eines Quotienten von den héher-
en Momenten der Wahrscheinlichkeitsverteilung abhéngen, und eine Berech-
nung auf numerischem Wege durch zu grossen Speicherplatz— und Rechenzeit-
bedarf nicht realistisch ist.

Eine weitere Moglichkeit mit der der Mikrolinseneffekt analysiert werden
kann, besteht darin, die fiir die jeweilige Linsensituation geeignet normierten
Lichtkurven der einzelnen Bilder auszuwerten und fiir jedes Bild den Erwar-

rw N\ _ /) L p2(t)
<(I(t))2> - <( Io(t)) ><(M) >
1
<= (1+ Var m) = (1+ Var ﬁ)(l + Var m) (3.1.2)

tungswert von

zu bilden.
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Die Quotienten dieser Ausdriicke aus verschiedenen Bildern sind dann un-
abhéngig von dem intrinsischen Verhalten der Quelle. Eine derartige Zerlegung

kann mit
I{)I(ta) \ _ /Lo(t1)Io(t2) \ / p(tr)p(t)
< (I(t))? > < (To ()2 >< ()2 > (3.1.3)

fiir eine Korrelationsfunktion ebenfalls erreicht werden. Um die Modellparame-
ter aus diesen Quotienten zu bestimmen, miissen jeweils zwei Bilder gleichzeitig
modelliert werden. Bei der Untersuchung eines einzelnen Makrobildes wird fiir
geeignete Werte von k., R und 1 eine Modellautokorrelationsfunktion nach
(1.3.54, 1.3.53) berechnet, um dann durch den Vergleich mit der Autokorrela-
tionsfunktion aus den Daten eine effektive Transversalgeschwindigkeit und die
Qualitit des gewahlten Modelles nach (3.2.6) zu ermitteln. Da die Berechnung
der Modellfunktion den grofiten Anteil der Rechenzeit benétigt, ist eine geeigne-
te Strategie zur Bestimmung der drei Ausgangsparameter (., R, 1) notwendig.
Bei gleichzeitiger Auswertung von zwei Makrobildern miissen zwei Parameter
Tripel fiir die Berechnung zweier Modellfunktionen gleichzeitig festgelegt wer-
den, was eine Suchstrategie in einem sechsdimensionalen Parameterraum erfor-
dert. Fiir einen Vergleich mit den vorliegenden Daten ist danach die gleichzei-
tige Ermittlung der Transversalgeschwindigkeiten in den Bildern erforderlich.
Hier sind noch ausgiebige Untersuchungen notwendig, um den Autokorrelati-
onsfunktionen ihren vollstdndigen Informationsgehalt entnehmen zu kénnen, da
bei einem derartigen Ansatz zusétzlich zwei Bestimmungsgleichungen entfallen.
Wenn es gelingt die intrinsische Variabilitdt mit ausreichender Genauigkeit zu
ermitteln, dann besteht die Moglichkeit durch Einsetzen des Ergebnisses in
(3.1.2, 3.1.3) Varianz und Autokorrelationsfunktion der Verstdrkung durch den
Mikrolinseneffekt zu berechnen. Bei den in den néichsten Abschnitten untersuch-
ten Lichtkurven der Mehrfachquasare QSO 224540305 und B1600+434 kann
eine derartige Genauigkeit nicht erreicht werden.

3.1.2 Untersuchung einer idealen Lichtkurve

Ist eine Lichtkurve unabhingig von intrinsischer Variabilitidt der Quelle, oder
wurden entsprechend (3.1.1) ihre Varianz und Autokorrelationsfunktion ermit-
telt und bei der Auswertung von (3.1.2, 3.1.3) berticksichtigt, dann wird die Au-
tokorrelationsfunktion vor allem durch die Quellgréfie und die Richtung der Be-
wegung gegeniiber der Scherung bestimmt. (Bei sehr kleiner Scherung v < 0.1
hat die Richtung der Bewegung keine mefibare Bedeutung mehr.) Abbildung 9
macht deutlich, daf} die Massendichte im Vergleich dazu einen deutlich kleineren
Einfluf auf den Funktionsverlauf hat.

Aus (1.3.53, 1.3.54) folgt, daB fiir eine Autokorrelationsfunktion des Mi-
krolinseneffektes q(( ) mit ( = <2 — Cl eine Reihenentwicklung nach ¢? in der
Form

0@ =3 A ¢ Z (WA R) (VHH (3.14)

j=0 J: j=0

moglich ist. Dabei ist V' der Betrag der Geschwindigkeit in Einsteinradien pro
Zeiteinheit. Er kann durch die Gleichsetzung des ersten Koeffizienten der Reihe
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mit dem entsprechenden Term in der Entwicklung der aus Messungen gewonne-
nen Autokorrelationsfunktion bestimmt werden. Fiir diese gilt bei gemessener
Flufidichte I,, := I(tn) fir0<t 1<t <...<tph <...<ty_i

N—k 1 N—k N—k
Z In Iy ig — N_% (Z In) (Z In-l—k)
n=1 n=1 n=1

F(tr) == = . (3.1.5)
N—k N—k ] N—k N—k
(Sr) () - s (S ) (X 0n)

Sofern die Variabilitidt einer gemessenen Lichtkurve nur durch den Mikrolin-
seneffekt hervorgerufen wird, gibt es fiir deren Autokorrelationsfunktion eine
Reihenentwicklung nach ¢? in der Form
00 .
—1) .
f(t) = ( j,) fit¥. (3.1.6)

J=0

Der fithrende Koeffizient kann aus einem Regressionspolynom durch die Funk-
tionswerte f(tx) ermittelt werden. Durch den Vergleich mit einer vollstéindigen
Reihenentwicklung bei Beriicksichtigung der ungeraden Potenzen in ¢ kann der
Einflufl abgeschétzt werden, den andere Effekte wie z.B. Mefifehler auf die em-
pirische Autokorrelationsfunktion haben. Besonders ein linearer Term in der
Reihe dominiert fiir kleine ¢ und wird daher auch bei einer graphischen Darstel-
lung der Funktion sichtbar (vgl. Abb. 15). Aus der Normierung folgt fo = go = 1
und ein Koeffizientenvergleich ergibt

fi
(A k)

Das bedeutet gleichzeitig, daf fiir alle willkiirlich gewahlten Mikrolinsenpara-
meter ein Wert fiir die Geschwindigkeit V' festgelegt werden kann, mit dem
bei kleinen Zeiten ¢t die Autokorrelationsfunktionen aus Messungen und Mo-
dellrechnungen iibereinstimmen. Fiir die Berechnung der Norm ||q(V't) — f(¢)]]
folgt durch diesen Ansatz fiir die Bestimmung der Geschwindigkeit ein grofieres
Gewicht der Differenzen bei groflen Argumenten, da fiir kleine Zeiten £ eine
sehr grofe Ubereinstimmung der Funktionen erzwungen wird. Zusitzlich wird
dadurch sichergestellt, da} die berechnete Geschwindigkeit nur von der empi-
rischen Autokorrelationsfunktion bei kleinen Argumenten abhéingt. Die Anzahl
der Daten, aus denen durch Mittelwertbildung die einzelnen Funktionswerte
berechnet werden, nimmt mit wachsendem ¢ ab, so daffi durch diesen Ansatz
die bestmogliche statistische Grundlage fiir die Ermittlung der Geschwindig-
keit gewihrleistet wird.

Aussagen iiber die Quellgrofie, die Bewegungsrichtung oder gar die Massen-
dichte kénnen erst getroffen werden, wenn bei ausreichender Linge der Licht-
kurve Terme hoherer Ordnung in der Reihenentwicklung der Autokorrelations-
funktion relevant werden. Dabei liefern die Differenzen

[
oV, = ————
£ (qu;A,m)

V=V, A k) = (3.1.7)

1
27
) v fir j>1 (3.1.8)
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ein weiteres Maf fiir die Qualitit der Mikrolinsenmodelle, wobei durchgefiihrte
Rechnungen zeigen, daf} nur die Approximation beziiglich einer Norm zu einer
auch quantitativen Ubereinstimmung der Funktionen fiihrt.

Zur Kontrolle wurde fiir alle Modellfunktionen mit der Geschwindigkeit als
freiem Parameter der Minimalabstand zur Autokorrelationsfunktion aus den
MeBdaten bestimmt. Als Startwert diente die aus der Reihenentwicklung er-
mittelte Geschwindigkeit. Dieser Ansatz fiihrt zu einem verringerten Abstand
zwischen der Autokorrelationsfunktion aus Daten und den Modellfunktionen,
wobei die Mikrolinsenparameter fiir die Bestapproximation héchstens um we-

nige Prozent variieren'!.

3.2 Der Mikrolinseneffekt beim Einsteinkreuz

Das Einsteinkreuz, welches nach einem seiner Entdecker auch Huchras Linse
genannt wird, bietet sehr gute Voraussetzungen fiir eine Analyse des Mikro-
linseneffektes. Der Quasar QSO 223740305 mit z = 1.695 befindet sich direkt
hinter dem Kern einer Spiralgalaxie mit z = 0.0394 und seine vier Bilder um-
geben diesen in einer regelméfliigen Form als Endpunkte eines Kreuzes, wie
der Name andeutet. Durch diese symmetrische Anordnung unterscheiden sich
die Lingen der einzelnen Lichtwege nur geringfiigig und der Unterschied der
Lichtlaufzeit, der Time-delay, betrigt weniger als ein Tag (Chae et al. 1998
[4]). Damit ist es moglich innerhalb sehr kurzer Zeit festzustellen, ob Hellig-
keitsinderungen in allen Bildern auftreten und damit durch die intrinsische
Variabilitdt des Quasars verursacht werden, oder ob es sich um Auswirkungen
des Mikrolinseneffektes handelt, bei dem jedes Ereignis nur in jeweils einem der
Bilder beobachtet werden kann. Ferner bietet eine Zahl von mehr als zwei Bil-
dern die Moglichkeit, einzelne auffillige Ereignisse hoher Verstirkung eindeutig
einem der Bilder zuzuordnen, wahrend bei einem Doppelquasar mit intrinsi-
schen Helligkeitsschwankungen oftmals nur die um den Time—-delay korrigierte
Differenz der Helligkeiten eindeutig dem Mikrolinseneffekt zugeordnet werden
kann, und es unbekannt bleibt, in welchem der Bilder dieser Effekt auftritt. Der
entscheidende Vorzug, der QSO 2237+0305 gegeniiber allen anderen bisher im
optischen Spektralbereich beobachtbaren Gravitationslinsensystemen auszeich-
net, besteht jedoch darin, daf} sich die Relativbewegung von Beobachter, Linse
und Quasar wegen des Entfernungsunterschiedes Beobachter—Quelle gegeniiber
der Distanz Beobachter-Linse (Ds > Dyq) in einer deutlichen Erhéhung der
vom Beobachter wahrnehmbaren Transversalgeschwindigkeit niederschliagt und
damit zu einer im Vergleich zu anderen Linsensystemen wesentlich verkiirzten
Zeitskala der durch den Mikrolinseneffekt verursachten Variabilitét fiithrt.

3.2.1 Beobachtungsdaten und Linsenmodelle

Nachdem der Vierfachquasar 2237+0305 in den ersten zwdlf Jahren nach sei-
ner Entdeckung nur in unregelméfligen Zeitabstinden und von unterschiedlichen
Arbeitsgruppen in den verschiedenen Spektralbereichen beobachtet worden war,

in einem Fall wurde bei einer um 8.1% kleineren Geschwindigkeit ein um 9° groferer

Winkel ermittelt, ansonsten blieb die Anderung der Werte deutlich kleiner.
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Abbildung 11: Lichtkurven vom Einsteinkreuz im V, R und I-Band (in Magnituden),
vom 28.9.1986 bis 10.10.1995, Zeitskala wie original OGLE-Daten; 0 entspricht dem
10.10.1995; oben: Bild A und C; unten Bild B und D
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haben Wozniak et al. [49] im Rahmen des OGLE Monitoring Programmes am
Las Campanas Observatorium in Chile 1997 begonnen, moglichst regelméflige
photometrische Messungen am Einsteinkreuz durchzufiihren, und eine Licht-
kurve im visuellen Bereich des Spektrums, welche im Oktober 2000 am Ende
der Beobachtungsperiode aus 229 Einzelmessungen bestand, unter der Adresse

ftp://www.astro.princeton.edu/ogle/ogle2/huchra/phot.dat

vertffentlicht. Damit handelt es sich um die umfangreichste Mefireihe, welche
vom Einsteinkreuz existiert. Weitere 21 MefBwerte, die in die hier vorgestell-
te Analyse einbezogen werden, entstammen dem Monitoring Programm von
Ostensen et al. [26] am NOT aus den Jahren 1990-91 sowie 1994 und je einen
weiteren Datenpunkt liefern Messungen von Racine [30] im Oktober 1991 und
Burud et al. [3] im Oktober 1995. Fiir die Jahre 1986-89 existiert jeweils eine
Messung von Corrigan et al. [8] im visuellen Bereich, so daf§ die vollstéindige hier
verwendete Lichtkurve aus dem optischen Bereich einen Zeitraum von insgesamt
vierzehn Jahren umfafit. Die OGLE-Daten enthalten jeweils zwei innerhalb we-
niger Minuten ermittelte Meflwerte (fiir 1997 sogar drei), deren Mittelwert hier
fiir die weitere Analyse verwendet wird. Damit stehen fiir die folgenden Un-
tersuchungen 135 zeitlich unregelméfig iiber vierzehn Jahre verteilte Mefiwerte
zur Verfiigung. Wéhrend die frithen Messungen einen Abstand von zum Teil
iiber einem Jahr haben, wurden die OGLE-Aufnahmen im Mittel alle elf Tage
durchgefiihrt, wobei im ersten Quartal eines jeden Jahres keine Beobachtungen
an QSO 223740305 moglich sind, und dadurch eine regelméfige Observation
des Quasars verhindert wird.

Von Ostensen et al. [26] stammen Lichtkurven im I-Band (24 Werte) und im
R-Band (44 Werte). Zusitzlich existiert bei beiden Frequenzen jeweils eine Mes-
sung von Burud et al. [3] fiir Oktober 1995. Weiterhin gibt es aus dem Jahr 1990
im R-Band zwei photometrische Messungen von Houde und Racine [13] und ei-
ne von Rix et al. [35]. Zusammen mit weiteren acht Mefwerten von Corrigan et
al. [8] von 1986-89 umfafit diese Lichtkurve etwas mehr als neun Jahre und 48
Datenpunkte. Eine Lichtkurve im blauen Spektralbereich umfafit 7 Jahre, wobei
dieser Wert nur aus der Einbeziehung einer Messung im Jahr 1995 von Burud
et al. [3] resultiert, wihrend die iibrigen 14 Messungen von Corrigan et al. [8]
und eine weitere von Crane et al. [9] innerhalb von zwei Jahren durchgefiihrt
wurden. Ein Vergleich der Lichtkurven verschiedener Farben zeigt deutlich, daf3
die mittlere Helligkeit mit steigender Wellenlénge zunimmt. Um die Messungen
in verschiedenen Frequenzen zu einer einzigen Lichtkurve zusammenfassen zu
kénnen, miissen daher die notwendigen Korrekturen fiir die frequenzabhingige
Emission des Quasars und die Absorption entlang des Lichtweges bestimmt wer-
den, wie 1994 von Houde und Racine [13] vorgeschlagen wurde. Da zusétzlich
die Moglichkeit besteht, dafl der effektive Quellradius ebenfalls von der beob-
achteten Wellenlinge abhingt, wodurch der Mikrolinseneffekt auf indirektem
Wege frequenzabhingig wird, bleibt die folgende Untersuchung auf die, nach
Farben getrennten Lichtkurven beschrinkt, wobei wegen Kurvenlinge und der
Anzahl der Datenpunkte das Hauptaugenmerk auf den V-Band Daten liegt.
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Abbildung 12: Lichtkurve vom Einsteinkreuz im V-Band, vom 28.9.1986 bis 5.10.2000,
Intensitdt in mJy, Zeitskala wie original OGLE-Daten; 0 entspricht dem 10.10.1995,
FluBdichte: fyr = 3.67-10794mv+6 ]y

Die Lichtkurven vom OGLE-Projekt umfassen 75% aller versffentlichten photo-
metrischen Messungen am Einsteinkreuz aus dem visuellen Teil des Spektrums.
Da diese Arbeit erst 1997 aufgenommen wurde, bedeutet das aber auch, daf§
fiir den vorherigen Zeitraum mit insgesamt 27 Messungen im Mittel nur alle
fiinf Monate eine Beobachtung stattfand. Abbildung 12 zeigt denn auch deut-
lich, daf} die Beobachtungshiufigkeit im Jahr 1999 zu einer nahezu ,,liickenlosen*
Lichtkurve fiihrt und damit, zumindest dem Augenschein nach, ausreichend ist,
wéhrend bis 1996 Beobachtungspausen von zum Teil iiber einem Jahr Léange be-
wirken, daf§ Variabilitéit auf kiirzeren Zeitskalen in diesem Zeitraum nahezu un-
beobachtet bleibt. Die Lichtkurven der vier Bilder geben nur wenig Aufschlufl
iiber intrinsische Variabilitdt des Quasars; die relativ geringen Variabilitdten
von Bild D und C vor 1997 deuten daraufhin, dafl die Energieabstrahlung von
QSO 223740305 nahezu konstant ist. Der Anstieg der Intensitidt im Oktober
1991 um ca. 50% in allen vier Bildern basiert auf einer einzigen Messung von
Racine [30], und daher liegt es nahe, da§ die Methode zur Eichung der Hellig-
keitsmessung sich von dem am NOT [26] verwendeten Verfahren unterscheidet,
da sich diese Intensititszunahme nicht in den Lichtkurven von @stensen et al.
[26] im Rot— und Infrarotbereich wiederspiegelt. Deshalb wird diese Messung
in der folgenden Analyse nicht beriicksichtigt.
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Abbildung 13: QSO 2237+0305, links: Anzahl der Paare N(t) von MeBwerten in der
Lichtkurve mit einem zeitlichen Abstand ¢.

rechts: Autokorrelationsfunktion fiir Bild A unter ausschlielicher Verwendung gemes-
sener Daten.

Beim Versuch aus den vorhandenen Meflwerten Autokorrelationsfunktionen
zu berechnen, zeigen grofie statistische Schwankungen fiir die Bilder B, C und
D, dafl es unmoglich ist, den Funktionsverlauf allein aus den vorliegenden Mef}-
werten zu bestimmen. Abbildung 13 zeigt, da die Ursache in der geringen
Anzahl der Daten liegt, die fiir die Berechnung der einzelnen Funktionswerte
zur Verfiigung stehen. Wihrend fiir kleine Zeitabstinde 20-40 Mefiwerte fiir
die Mittelwertbildung existieren, basieren die Autokorrelationsfunktionen fiir
t > 150d zum Teil auf weniger als zehn Datenpunkten. Nur in Bild A fiihrt ei-
ne anschliessende Regressionsanalyse zu einer mit grofier statistischer Unsicher-
heit behafteten Autokorrelationsfunktion, solange 7' < 100d bleibt (Abb.13).
Eine Erginzung der Lichtkurve durch lineare Interpolation wie in Abbildung 11
und 12 durch Verbindungsgeraden zwischen den Meflwerten angedeutet fiithrt
demgegeniiber zu stetigen Autokorrelationsfunktionen. Bei einem Abstand von
jeweils einem Tag fiir diese Daten basiert die Statistik bei kleinen Argumenten
t fiir die Autokorrelationsfunktion auf bis zu 5100 Daten, die aber nicht stati-
stisch unabhingig sind. Desweiteren bleibt zu kldren, ob eine Lichtkurvenlinge
von vierzehn Jahren ausreichend ist, die Variabilitiat dieses Mehrfachquasars zu
repréasentieren. Zur Kontrolle durchgefithrte Rechnungen bei Vernachlissigung
der ersten vier Messungen von 1986-89 und der daraus resultierenden Interpo-
lationswerte zeigen fiir die Autokorrelationsfunktionen der Bilder A, B und D
deutliche Verdnderungen innerhalb der ersten 400 Tage. Bei Verzicht auf nur die
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Abbildung 14: Autokorrelationsfunktionen fiir das Einsteinkreuz aus den vollstéindi-
gen Lichtkurven A bis D (durchgezogene Linien), ohne Beriicksichtigung des ersten
MeBwertes von Corrigan et al. [8] aus 1986 (punktiert) und ohne die ersten vier Werte
bis 1989 (gestrichelt)

erste Messung von 1986 bleiben die Funktionen fiir die Bilder A und C nahezu
unverdndert, wirend in Bild D selbst fiir £ < 200d deutlich wird, daf§ der Ver-
lauf der Autokorrelationsfunktion vom Ergebnis einer einzelnen Messung und
den damit gebildeten Interpolationswerten abhingt. Auch die Einbeziehung der
Messung von Racine [30] aus dem Oktober 1991 verdndert die Interpolations-
ergebnisse der folgenden zwei Jahre und damit auch die Autokorrelationsfunk-
tionen.

Eine weitere Auswirkung der geringen statistischen Grundlage ist in den
Autokorrelationsfunktionen von Bild A bis C zu sehen. Im Gegensatz zu den
berechneten Modellfunktionen, bei denen die Kriimmung nur einmal das Vor-
zeichen wechselt, haben die zweiten Ableitungen der Funktionen aus Meflergeb-
nissen zwei Nullstellen im Laufe der ersten 400 Tage. Ausserdem wird deutlich,
daf die aus den Lichtkurven berechneten Autokorrelationsfunktionen auch von
den ungeraden Potenzen der Zeit ¢ in einer Reihenentwicklung abhéngen, sofern
die Funktion nur fiir positive Argumente betrachtet wird. Besonders im Bereich
sehr kleiner ¢, wo zu erwarten ist, dafl die Lichtkurvenlinge fiir eine korrekte
Statistik ausreichend ist, wird der lineare Term der Reihe fiir eine zufrieden-
stellende Approximation benotigt, erst fiir grofe Argumente kann sein Einflufl
vernachlissigt werden. Auffallend ist auch, dafl dieser Effekt in den einzelnen
Bildern unterschiedlich stark ausgeprégt ist, so da} ein dominanter Einfluf} in-
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trinscher Variabilitit des Quasars unwahrscheinlich ist. Vielmehr spricht der
nahezu lineare Abfall der Autokorrelationsfunktion in Bild D dafiir, daff Mef-
fehler die Variabilitit dieses Quasarbildes signifikant beeinflussen. Besonders
die Helligkeitsinderungen auf kurzen Zeitskalen in den Jahren 1999 und 2000
sind jeweils nur etwa doppelt so grof wie die aus Wozniak et al. [49] ermittel-
ten mittleren Beobachtungsfehler von (dm.) = 0.05mag fiir dieses Bild. Aus
den von diesen Autoren verwendeten Zusammenhang zwischen Flufidichte f
in mJy und der visuellen Helligkeit m, in Magnituden

fv =3.67-10 04mvFby gy (3.2.1)

folgt bei einem Fehler dm., fiir die Helligkeit eine Anderung des Flusses um 4 fy
und damit

fy +0fy = 3.67 - 107 0AmvHImV)+6 5y (3.2.2)
und in einer linearen N&herung gilt fiir den Fehler des gemessenen Flusses
In 10
5y = fo(10704mv 1) ~ £, 3—5 Sy (3.2.3)

Damit folgt dann fiir die gemessene Varianz der Lichtkurve

T ferdh U
Ve VT T e T
2
~ Var%%—(%) (6m2).  (3.2.4)

Der Anteil der Mefifehler an der Varianz betrigt damit

(1222)" (sm2)

qr == (3.2.5)

Var %
Tabelle 1 zeigt am Beispiel von Bild D und fiir das Jahr 1999 auch beson-
ders deutlich in Bild B, wie in Zeiten geringer Variabilitit die Meffehler einen
groflen Teil zur Varianz der Lichtkurve beitragen. Die Lichtkurven von Bild
C und D unterscheiden sich vor 1997 nur sehr wenig, erst die ausgeprigte

OGLE (1997-2000) OGLE 1999 OGLE 99/00
Amy | (0my) | gy Amy | (0my) | gy Amy | (0my) | qy
0.226 | 0.012 | 0.002 || 0.114 | 0.010 | 0.006 || 0.085 | 0.010 | 0.008
0.174 | 0.029 | 0.022 || 0.044 | 0.032 | 0.381 || 0.089 | 0.033 | 0.111
0.337 | 0.025 | 0.004 || 0.179 | 0.018 | 0.008 || 0.228 | 0.020 | 0.006
0.136 | 0.050 | 0.100 || 0.107 | 0.050 | 0.171 || 0.089 | 0.049 | 0.220

CaQwe

Tabelle 1: Mittlere Helligkeitsschwankung Amsy := (Jmy — (my)|), mittlerer Fehler
der OGLE-Photometrie (dmy) und Anteil gy der Meflfehler an der Varianz der gemes-
senen Lichtkurve Var I/(I) fiir verschiedene Zeitrdume bei den OGLE Messungen am
Einsteinkreuz.
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Verstiarkungsinderung im Laufe des Jahres 1999 in Bild C dringt (bei einem
etwas geringeren Mefifehler als in Bild D) den Einfluf von Beobachtungsfehlern
auf die Autokorrelationsfunktion (und die Varianz) gegeniiber der Wirkung
des Mikrolinseneffektes zuriick und reduziert dadurch auch die Abweichung
der Autokorrelationsfunktion von der Parabelform. Aus einer Approximation
der Lichtkurven durch Polynome 10. Grades wird deutlich, daf} die Variabi-
litdt hauptsichlich durch langfristige Helligkeitsschwankungen bestimmt wird,
welche nidherungsweise durch die Polynome wiedergegeben werden kénnen. Die
Varianz der Polynome ist fiir die Bilder A bis C nur um 3.8-6.3% kleiner als die
Varianz der Lichtkurven selbst. Nur bei Bild D, wo dieser Unterschied 18.4%
betrigt, haben Helligkeitséinderungen auf kleinen Zeitskalen einen deutlichen
Einflul auf die Variabilitit der Lichtkurve. Da in den Jahren vor 1997 nur in
teilweise sehr groflen Zeitabstinden beobachtet wurde, gibt es in der Lichtkurve
nur wenige Informationen iiber kurzzeitige Helligkeitséinderungen und diese er-
halten dann bei der statistischen Analyse ein zu geringes Gewicht. Besonders bei
den lichtschwachen Bildern ist auflerdem eine deutlich h6here Mefigenauigkeit
notwendig, um den Einflu} von kleinen Massen, welche nur Helligkeitschwan-
kungen von einigen hundertstel Magnituden hervorrufen, in den Daten erkennen
zu kénnen. Eine kurze Phase hoher Verstirkung, wie sie 1999/2000 in Bild C zu
beobachten war, geniigt, um den Einflul der Mefifehler deutlich zu reduzieren.
Gleichzeitig wird allerdings auch der Einflu grofler massiver Objekte so do-
minant, dafl auch diese Bilder ungeeignet scheinen, Aussagen iiber dafl untere
Ende des Massenspektrums zu erméglichen.

Die Korrelationslingen fiir die Bilder B bis D betragen 600, 450 und 300
Tage, fiir Bild A zeigt Abbildung 14, dafi die Autokorrelationsfunktion nach
800 Tagen wieder ansteigt, aber fiir alle Makrobilder ist zu erwarten, daf sich
die Werte fiir ¢ > 300d nach zukiinftigen Beobachtungen deutlich verindern;
bei Bild B und D wird deutlich, daf} selbst fiir 100d < ¢ < 300d die Ergebnisse
nicht als statistisch abgesichert gelten kénnen. Erst wenn die Autokorrelati-
onsfunktionen fiir ¢ < 300d nicht mehr von der Beriicksichtigung einzelner
Messungen aus der ersten Beobachtungsdekade abhingen, sind gesicherte stati-
stische Untersuchungen moglich. Die in Abbildung 10 rechts unten vorgestellten
Ergebnisse deuten an, dafl wenigstens fiir Bild A die Autokorrelationsfunktion
auch fiir £ & 600d mit ausreichender Genauigkeit bestimmt werden muf}, um
die Bestapproximation ermitteln zu konnen, womit auch eine deutlich lingere
Lichtkurve benétigt wird, als zur Zeit zur Verfiigung steht. Ein charakteri-

Modell 1 Modell 2
A B C D A B C D
ke || 0.36 | 0.45 | 0.88 | 0.61 || 0.36 | 0.36 | 0.69 | 0.59
v |l 0.44 | 0.28 | 0.55 | 0.66 || 0.40 | 0.42 | 0.71 | 0.61
(u) || 4.63 | 4.46 | -3.47 | -3.53 || 4.01 | 4.29 | -2.45 | -4.90

Tabelle 2: Zwei bisher verdffentlichte Makrolinsenmodelle fiir QSO 2237+0305:
Modell 1 nach Schneider et al. [38], Modell 2 von Schmidt et al. [37].
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Abbildung 15: Autokorrelationsfunktionen f(¢) fiir das Einsteinkreuz aus den Licht-
kurven A-D (gestrichelt) und Modellfunktionen ¢(Vt) mit R=0.2 Einsteinradien und
k. = 0, sowie ¢ = 7 /10, /20, 0, und ¥ = 7/2 bei Geschwindigkeiten V' = 2.2, 2.3, 3.0
und 2.5 -10~3 Einsteinradien pro Tag fiir die Bilder A bis D.

stisches Maf}, welches einen Vergleich mit Lichtkurven anderer Linsensysteme
ermoglicht, ist das Verhéltnis von der Linge der aufgenommenen Kurve zur
Autokorrelationslinge, welches beim Einsteinkreuz zwischen unter 6.4 fiir Bild
A und 17.1 bei Bild D liegt. Bei dem, im folgenden Abschnitt untersuchten
Doppelquasar B16004-434 liegen diese Quotienten bei 64 und 77, und es wird
deutlich, da8 die Statistik bei diesem Objekt wesentlich besser ist, als beim
Einsteinkreuz. Auch bei der Auswertung von (3.1.1) wird die unzureichende
Lénge der Lichtkurve offensichtlich. Bei Beriicksichtigung aller sechs moglichen
Kombinationen von je zwei Bildern fiir eine statistische Untersuchung folgt fiir
die Varianz der intrinsischen Intensitit Var Iy/(ly) = (0.8 & 21.3) - 1073, was
zwar konsistent mit Iy = const ist, aber auf Grund der statistischen Fehler!?
keine eindeutige Aussage iiber die intrinsische Variabilitat zuldfit. Dafl diese
Methode, die Varianz der intrinsischen Intensitdt zu bestimmen, zu sinnvollen
Ergebnissen fiihren kann, zeigt eine Analyse der von Fassnacht et al. [12] bei
8.4 GHz aufgenommenen Lichtkurven des Vierfach-Linsensystemes B16084656.
Mit Var Iy/(Iy) = (1.31 £ 0.19) - 10~* ergibt sich eine deutlich hohere Genau-
igkeit, was bei diesem Objekt zusitzlich zum Verhéltnis von Lichtkurvenldnge
zu Korrelationszeit (37-72) auf eine bessere statistische Grundlage als beim
Einsteinkreuz hinweist.

12angegeben ist die Standardabweichung fiir den Mittelwert
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Abbildung 16: QSO 2237+0305A: Konturlinien von 10% - ||f(t) — q(Vt)||; fiir Thax =
200d (oben links), Ty = 300d (oben rechts) und T, = 400d (unten links) mit der
Geschwindigkeit V' nach (3.1.7) sowie mit V als freiem Parameter bei der Approxima-
tion fiir Thn.e = 300d (unten rechts). Dargestellt sind charakteristische Ausschnitte in
teilweise unterschiedlichen Mafst&dben.
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Abbildung 17: QSO 2237+0305B: Erliuterungen sieche Bild A, Abbildung 16.
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Abbildung 18: QSO 2237+0305C: Erliuterungen sieche Bild A, Abbildung 16.
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Modellfunktionen fiir QSO 2237+0305

ke | R | ¢ |4 b 1 fl2 | 1 lloo || E0 | 7a
(ol | [45] | 1107 3¢o/d1 || (10711 | (1072 | [1073) [d] [d]
Al 00 (02| 2 2.160 3.57 | 2.66 3.11 837 | 813
1100 (03] 1 3.365 4.70 | 3.21 3.20 871 | 944
11 00 05| 0 5.302 6.54 | 4.32 5.07 888 | 1006
101803 1 3.430 4.10 | 2.79 2.83 820 | 974
11031]02] 1 2.387 3.64 | 2.89 3.34 857 | 1193
21 00 [02] 2 2.080 6.31 | 3.98 4.62 818 | 951
2 0.0 | 0.1 2 1.193 6.13 4.22 5.40 1090 | 1172
B1 0.0 {0.2 1 2.269 3.50 2.37 3.86 844 | 1049
11 00 (02| 0 2.301 4.64 | 3.67 6.87 882 | 1137
21 00 [02] 2 2.260 8.95 | 6.08 5.71 776 | 836
21 00 [0.1] 2 1.294 6.27 | 4.37 7.40 1037 | 1033
Cl| 00 (02| O 2.987 6.19 | 5.03 6.79 561 | 473
11 00 [{02] 1 2.936 9.03 | 5.88 5.87 546 | 472
11 0.0 [01] 2 1.538 11.73 | 7.83 | 11.67 || 638 | 607
21 00 [02] O 3.153 6.46 | 5.20 6.61 571 | 703
D1 00 (02| 5 2.509 22.55 | 17.07 | 20.92 || 300 | 312
11 00 [02] 6 2.299 31.13 | 19.92 | 20.66 || 289 | 302
1 0.0 {0.1 9 1.236 36.36 | 24.31 | 26.54 322 331
11 0.0 |0.1] 10 1.195 37.29 | 24.09 | 23.48 || 320 | 338
11 00 03] 3 4.400 25.09 | 17.88 | 20.56 || 301 | 314
11 0.0 |[05] 2 6.486 44.62 | 28.46 | 34.09 || 278 | 354
21 00 [02] 7 2.292 22.71 | 16.74 | 20.48 || 299 | 206

Tabelle 3: Approximationen an die Autokorrelationsfunktionen der Makrobilder bei
Tz = 300d in Abhingigkeit von k., R und ¢ (in Einheiten von 7/20) fiir Modell 1
und 2 aus Tabelle 2, die Bestapproximation fiir Modell 1 jeweils in der ersten Zeile.
Angegeben sind alle gerechneten Modelle mit ||f — ¢|lo < 1.5min(||f — ¢||2), sowie
die Bestapproximationen fiir Modell 2. ¢, bezeichnen die Korrelationszeiten fiir die
Modellfunktionen, 73, die mit (3.2.7) berechneten Werte.

Die folgenden Untersuchungen basieren auf einem Makrolinsenmodell'? von

Schneider et al. [38], wie es 1992 von Witt, Kayser und Refsdal [48] verwendet
wurde (Modell 1). Modell 2 von Schmidt et al. [37] stammt von 1998 und
schliefft im Unterschied zu &dlteren Modellen den Galaxienbalken explizit mit
ein. Es ergibt sich eine deutlicher Unterschied von Flichenmassendichte und
Scherung in Bild B und C. Zum Vergleich werden auch einige auf diesen Daten
basierende Mikrolinsenmodelle herangezogen. Das Modell aus dem Buch von
Schneider, Ehlers und Falco [39] basiert auf denselben Daten wie Modell 1,
unterscheidet sich von diesem nur durch eine, um 14% kleinere Scherung in
Bild C und wird im folgenden nicht beriicksichtigt.

3ohne explizite Angabe der Scherung, stattdessen wurde die Verstirkung angegeben
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3.2.2 Eine vorldufige Lichtkurvenanalyse

Trotz Mangel an Beobachtungsdaten kénnen schon einige Riickschliisse aus
den Autokorrelationsfunktionen gezogen werden. Der quantitative Vergleich von
Modellrechnungen mit den aus den Lichtkurven berechneten Funktionen wird
durch die Definition einer p—Norm

1/p

1F — ally = ( / L) — gy dt) (3.2.6)

mit p = 1,2 und der durch p = 0o beschriebenen Maximumnorm erméglicht.
Zum Teil hingen die ermittelten Linsenparameter fiir die Minimallésung von
der verwendeten Norm ab, da das Gewicht grofier Differenzen zwischen den
Funktionen mit wachsendem p zunimmt und damit zu einer Auswahl von qua-
litativ unterschiedlichen Losungen fithren kann. In diesem Fall miissen dann
andere Kriterien, wie zum Beispiel ein Vergleich der graphischen Darstellun-
gen zur Entscheidungsfindung beitragen. Geringe Unterschiede, wie sie bei der
Bestimmung von Bestapproximationen mit euklidischer oder Maximumnorm
auftreten (vgl. Tabelle 3), sind allerdings nicht signifikant. Eine Reduzierung
der Differenz zwischen Modellfunktionen und einer empirischen Autokorrelati-
onsfunktion ist moglich, wenn die Bestimmung der Transversalgeschwindigkeit
mittels (3.1.7) als Startwert verwendet wird, um fiir jedes Linsenmodell durch
Variation von V' das Minimum von (3.2.6) zu ermitteln. Dieser Ansatz fithrt da-
zu, daB die Ubereinstimmung der Funktionen fiir grofe Argumente verbessert
wird, wihrend die Differenz bei kleinen Zeiten ¢ durch die gednderte Geschwin-
digkeit anwéchst. Dieser Effekt wird besonders deutlich bei Modellfunktionen,
die wenig Ubereinstimmung mit den Daten zeigen, wihrend die Anderungen
bei den in Tabelle 3 aufgefithrten Modellen so klein sind, daf} sie in einer gra-
phischen Darstellung nicht erkennbar sind.

Modellrechnungen wurden fiir R = 0.5, 0.7, 1, 2, 3, 5 und 10 Einsteinradi-
en jeweils mit den Winkeln ¢ = 0,...,10 - 7/20 zwischen Bewegungsrichtung
und Scherung durchgefiihrt und damit wurde jeweils ||f — ¢||2, der Abstand zur
empirischen Autokorrelationsfunktion berechnet. Eine Konturliniendarstellung
dieser Grofle als Funktion von Quellradius und Winkel folgt dann aus einer
zweidimensionalen Interpolation der Ergebnisse. Die Abbildungen 16-19 zei-
gen Ausschnitte aus den Umgebungen der jeweiligen Bestapproximationen. Die
gezeigten Bereiche sind dabei so ausgewihlt, dafl der Informationsgehalt der
einzelnen Diagramme erhalten bleibt. Dabei waren fiir eine angemessene Dar-
stellung zum Teil unterschiedliche MaBstéibe notwendig. Der Vergleich von Mo-
dellfunktionen mit den aus Messungen abgeleiteten Autokorrelationsfunktionen
zeigt, daf} es bei Beriicksichtigung von 300 Tagen Kurvenlidnge einen deutlich
eingeschrinkten Bereich realistischer Mikrolinsenparameter gibt. Modelle, bei
denen der Abstand der Funktionen um hochstens 50% grosser ist als bei der
Minimallosung des jeweiligen Bildes, sind in Tabelle 3 zusammengefasst. Einige
ebenfalls aufgefiihrte Beispielrechnungen mit x. > 0 und fiir Modell 2 zeigen kei-
ne signifikanten Anderungen der berechneten Norm, und es wird deutlich, da8
die Liange der Autokorrelationsfunktionen fiir die Bestimmung von x. ebenso
wie fiir eine genauere Differenzierung zwischen verschiedenen Makrolinsenmo-
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dellen nicht ausreichend ist. Bei einer gréfleren Autokorrelationsfunktionslinge
mit Tingr > 400d wichst der Minimalabstand pro Lingeneinheit deutlich an,
und aus der graphischen Darstellung in Abbildung 15 wird deutlich, wie fiir
grofie Zeiten ¢ die Funktionen aus Mefidaten f(¢) einen vollkommen anderen
Verlauf nehmen als eine Modellfunktion ¢(Vt). Damit bedeutet eine Uberein-
stimmung im Sinne der gewdhlten Norm nicht mehr gleichzeitig eine qualita-
tiv gute Reproduktion der Autokorrelationsfunktion der Lichtkurve. Besonders
wenn die Geschwindigkeit auf andere Art definiert oder als freier Parameter bei
der Approximation verwendet wird, kann der Abstand ||f — ¢|| fiir Modellfunk-
tionen minimal werden, mit denen die Funktion f — ¢ mehrfach das Vorzeichen
wechselt und der Unterschied der beiden in Bezug auf Steigung und Kriimmung
anwéichst. Eine Autokorrelationsfunktion mit 7,4, < 200d demgegeniiber ist
zu kurz um signifikante Unterschiede in der Qualitit der Approximation durch
verschiedene Modellfunktionen nachweisen zu kénnen. Allerdings wird deutlich,
daf fiir Bild B und C nur Modelle mit R < 0.2 und ¢ < 7/10 brauchbar sind;
fiir grossere Quellen oder Winkel ist || f —¢|| mindestens doppelt so gro}, wie bei
der jeweiligen Bestapproximation. Bei Bild A und D hat der Abstand der Funk-
tionen zwar auch ein Minimum bei kleinen Quellradien, aber fiir R = 0.5 oder
bei Bild D sogar fiir R = 2 wird ||f — ¢|| nur um 50% grofer, so dafl besonders
fiir diese beiden Bilder nur bei deutlich lingeren Autokorrelationsfunktionen
genauere Einschrinkungen fiir die Mikrolinsenparameter zu erwarten sind.

Bei allen Bildern ergibt die Approximation mit Ty, = 300d eine Quell-
grofle von 0.2 Einsteinradien bei einer effektiven Transversalgeschwindigkeit
von V = 2-3 - 1072 Einsteinradien pro Tag. Diese Ergebnisse unterstiitzen
die Annahme, dafl das Massenspektrum und die Kontinuumsmassendichte k.
sich fiir die einzelnen Bilder wegen der regelmissigen Anordnung der Bilder
um das Galaxienzentrum herum nicht wesentlich unterscheiden. Eine einfache
Testrechnung zeigt keinen Einfluf} intrinsischer Variabilitdt des Quasars auf die
Lichtkurven. Fiir diese Abschéitzung wird von der Fluldichte in jedem einzel-
nen Bild ein viertel der Summe der Fluldichten aller vier Bilder zu diesem
Zeitpunkt abgezogen. Beim Einsteinkreuz mufl dabei keine Riicksicht auf un-
terschiedliche Lichtlaufzeiten genommen werden. Mit diesem Ansatz werden
gleichzeitige und korrelierte Helligkeitsinderungen aus den Lichtkurven nahe-
zu eliminiert, wihrend unkorrelierte Variabilitit bei der Bildung der Summe
aus allen vier Bildern unterdriickt wird, so daf§ ihr Einflu8 auf die Lichtkurven
durch die Subtraktion nur geringfiigig verindert wird. Die Ergebnisse der Ap-
proximation durch Modellfunktionen fiir Bild A bleiben unverdndert, bei Bild
C und D ergeben sich keine signifikanten anhand der Konturlinien erkennbaren
Anderungen und nur bei Bild B fiihrt die Subtraktion der mittleren FluBdichte
zu einer deutlichen Ergebnisverdnderung mit R < 0.1 und ¢ < 0.1.

Mit den Positionen des Galaxienzentrums und der vier Quasarbilder von
Crane et al. [9] und den Winkeln zwischen Geschwindigkeit und Scherung aus
Tabelle 3 ist es nicht moglich, unter der Annahme, die Richtung der Scherung
in jedem der Bilder stehe senkrecht auf der Richtung zum Galaxienzentrum, die
Richtung der Relativbewegung von Galaxie und Quasar zu bestimmen. Auch
eine Beriicksichtigung der Rotation der Galaxie fiithrt nur fiir jeweils zwei Bil-
der zu einer iibereinstimmenden Richtung fiir die Bewegungsrichtung des Qua-
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Abbildung 20: Autokorrelationsfunktionen fiir das Einsteinkreuz aus den Lichtkurven
A-D im roten Spektralbereich und zum Vergleich V-Daten aus dem gleichen Zeitraum
bis 1995 (gestrichelt, a-d)

sars. Da keine zusédtzliche Materiekonzentration bekannt ist, welche eine Ab-
weichung der Scherung von der tangentialen Richtung bewirken konnte, liegt
es nahe anzunehmen, daf} die Inkonsistenz der berechneten Richtungen der Ge-
schwindigkeiten 1% zeigt, wie grofl die Ungenauigkeit bei der Bestimmung der
Autokorrelationsfunktionen ist.

Auch die Abhingigkeit der Autokorrelationsfunktionen von der beriicksich-
tigten Lichtkurvenléinge, wie sie in Abb. 14 dargestellt ist, macht sich bei der
Auswahl der optimalen Modellfunktion bemerkbar. Bei Vernachldssigung des
ersten Jahres in der Lichtkurve und einer Beschrinkung auf Tj,,, = 300d er-
geben sich fiir Bild A mit R = 0.3 und ¢ = 9° geringfiigige Anderungen der
Mikrolinsenparameter fiir die Bestapproximation. Verzicht auf die ersten vier
Mef3werte in der Lichtkurve und damit auf vier Jahre der Beobachtungszeit zeigt
auch in der Graphik (Abb. 14) deutlich die Verdnderungen der Autokorrelati-
onsfunktion von Bild A. Fiir Bild C bewirkt die Verkiirzung der Lichtkurve um
ein, bzw. um vier Jahre keine Anderung der Mikrolinsenparameter. Bei beiden
Bildern wird allerdings das Ergebnis statistischer Untersuchungen hauptséchlich
durch die Ereignisse hoher Verstiarkung 1998/99 bestimmt, so da§ der Einfluf}
der iltesten Daten und der aus ihnen gebildeten Interpolationswerte in die-
sen beiden Bildern gering bleibt, erst fiir T},4, > 400d ergeben sich deutliche
Anderungen bei der Approximation. Bei Bild B bewirkt die Verkiirzung der
Lichtkurve um ein Jahr eine deutliche Verdnderung der Autokorrelationsfunk-
tion. Ebenso wie bei Bild A ergibt sich die beste Ubereinstimmung mit einer
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Modellfunktion fiir R = 0.1 und % = 0°, allerdings steigt der Minimalabstand
auf das sechsfache im Vergleich zu Rechnungen mit der vollstdndigen Lichtkur-
ve. Weitere Untersuchungen mit R < 0.1 sind notwendig, konnten aber wegen
numerischer Probleme bei kleinen Quellradien noch nicht durchgefiihrt werden.
Eine weitere Verkiirzung der Lichtkurve bei Bild B bewirkt nur eine zusétzliche
Vergroflerung des Minimalabstandes um den Faktor vier. Bei Bild D demge-
geniiber bleibt der Minimalabstand nahezu unveridndert, es ergibt sich aber eine
deutlich verdnderte Bestapproximation mit R = 0.5 und ¢ = 18°, bzw. ¢ = 27°
bei Verkiirzung der Lichtkurve um ein Jahr bzw. vier Jahre. Es gelingt noch
weniger die Autokorrelationsfunktion von Bild D fiir ¢ < 100d durch eine Pa-
rabel zu approximieren, und bei den derartig verkiirzten Lichtkurven hat auch
||f — q|| als Funktion von R und ¢ kein signifikantes globales Minimum mehr
in den Bereichen 0.1 < R < 10 und 0 < % < 7/2. Diese verbliebende Licht-
kurvenlinge von zehn Jahren reicht nicht aus, um gesicherte Aussagen iiber die
Mikrolinsenparameter treffen zu kénnen, so dafl auch Autokorrelationsfunktio-
nen fiir die zehn Jahre umfassenden Lichtkurven aus dem roten Spektralbereich
keine gesicherten quantitativen Aussagen ermoglichen.

Abbildung 20 zeigt einen Vergleich der Autokorrelationsfunktionen fiir die
R-Daten mit denjenigen fiir den visuellen Spektralbereich, welche aus den im
gleichen Zeitraum von 1986 bis 1995 gemessenen V-Daten berechnet wurden.
Bei den R-Daten wird deutlich, dal keine der Autokorrelationsfunktionen die
fiir den Mikrolinseneffekt typische Parabelform zeigt. Dementsprechend gibt es
auch keine Mikrolinsenmodellfunktion mit der eine Approximation gelingt, aber
auch bei den V-Daten dominiert in einer Reihenentwicklung der Autokorrela-
tionsfunktionen ein linearer Term, so daB auch hier keine gute Ubereinstimm-
mung mit Modellfunktionen erreicht werden kann.

Von Wambsgan$ et al. [46] stammt eine Abschitzung der Autokorrelations-
zeiten fiir das Einsteinkreuz. Durch statistische Auswertung einer grofien Zahl
numerischer Simulationsrechnungen mittels Strahlenschiefflen haben die Auto-
ren einen empirischen Zusammenhang zwischen Quellgrofle, Geschwindigkeit,
Richtung der Bewegung und Korrelationszeit 75, ermittelt. Nach einer Transfor-
mation der Geschwindigkeit von der Beobachterebene auf die Quellebene, folgt
in der in der vorliegenden Arbeit verwendeten Notation nach einer Umformung
des winkelabhingigen Teiles der Gleichung

600 km/s D,
., _25a£ R T+z4 D—dds 1-k+v (327)
h hrs \[ 0.01v/2pc V(o \/1 4+ A0- “2 sin? ¢ -

(1—k—7)

mit den von Wambsganfl et al. [46] angegebenen dimensionslosen Konstanten
C = 1.15, 1.16, 0.80, 0.78 fiir die vier Bilder. Fiir das Weltmodell wurde ein
Friedmann Universum mit 2 = 1 und A = 0 angenommen. Bei einer Hubble—
Konstanten von Hy = 75hzs km/s Mpc ! folgt fiir die apparent size distances

Dd = 146.0 Mpc/h75, DS = 1160.4 Mpc/h75
Dgys = 1104.0 Mpc/hzs, D =153.5Mpc/hzs (3.2.8)
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und die Einheitslénge in der Quellebene lautet

|1 — Ke| Mg

=4.11
0 h7s Mg,

10~ %pe. (3.2.9)

Im Winkelmaf} betrigt der Einsteinradius damit

1 — ke hs M.
O = 7.31\/% pias. (3.2.10)
®

Bei Verwendung eines Salpeter—-Massenspektrums mit einer Wahrscheinlich-
keitsdichte ¢(M) ~ M 23% bei Sternmassen 0.1 < M/M; < 1 gilt dann
M,z = 0.3374; mit . = 0 betriigt der Einsteinradius ¢y = 2.39 - 10~2pc/+/h7s
und fiir die Korrelationszeit folgt

-3 .
Th:7.44a3i/4 0% <10V/d> 14 'f+7 . (3.2.11)
V0. 1+ 8 sin? g

Die letzten beiden Spalten in Tabelle 3 zeigen die so berechneten Korrelati-
onszeiten 7y fiir verschiedene Mikrolinsenmodelle im Vergleich zu den Werten
tn, welche direkt aus den mit (1.3.53, 1.3.54) ermittelten Autokorrelationsfunk-
tionen abgelesen sind. Bei diesem Vergleich ist zu beriicksichtigen, daf} alle
Langeneinheiten bei der Bestimmung der ¢} auf einen in der Gréfle unbekann-
ten Einsteinradius normiert sind, wihrend die Berechnung von 73, nach (3.2.7)
explizit von dessen Wert abhéingt. Aus der Allgemeingiiltigkeit dieser Gleichung
wiirde dann folgen, daf} es moglich wére, aus den Ergebnissen der vorgestellten
Modellrechnungen die Grofle des Einsteinradius und damit die effektive Masse
zu bestimmen, obwohl diese in den Bestimmungsgleichungen nicht explizit auf-
tritt. Da weiterhin fiir grofie Quellen (R > 10) die Korrelationszeit proportional
zum Quellradius ist, handelt es sich bei (3.2.7) um eine, in einem begrenzten Pa-
rameterbereich giiltige Naherung. Die Konstanten C' sind dabei vom gewihlten
Massenspektrum ebenso abhéngig, wie von der Kontinuumsmassendichte, fiir
die k. = 0 gesetzt wurde. Die Beispielrechnungen zu Bild A zeigen besonders
grofle Unterschiede zwischen 75, und ¢;, bei k. # 0. Bei den iibrigen Bildern B-D,
bei denen die beiden vorgestellten Makrolinsenmodelle deutlich unterschiedli-
che Werte fiir x; und 4’ liefern, wird auch deren Einfluf} auf die Ergebnisse fiir
T, deutlich.

Die Ergebnisse fiir Modell 1 nach Schneider et al. [37] stimmen fiir die
Bestapproximation bei Bild A und besonders fiir Bild D sehr gut iiberein. Ab-
bildung 14 zeigt, da aus der Auswertung der Lichtkurve fiir Bild D ebenso
wie aus den Modellrechnungen und aus Gleichung (3.2.7) eine Korrelationszeit
von 300 Tagen ermittelt wird, wobei gerade fiir dieses Bild die Bestimmung
der Autokorrelationsfunktion auch fiir kleine Zeiten ¢ mit einem grofien Feh-
ler behaftet ist, und daher eine zufillige Ubereinstimmung nicht auszuschlieBen
ist. Da die Statistik fiir die Autokorrelationsfunktionen bei ¢ > 300d unzurei-
chend ist, kénnen die Ergebnisse fiir 7, und #; bei den iibrigen Bildern nicht
weiter anhand der Beobachtungsdaten iiberpriift werden. Zwar suggeriert die
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abgebildete Autokorrelationsfunktion von Bild C, daf} hier die Korrelationszeit
450 Tage betragt und somit das Ergebnis nach (3.2.7) bestitigt, aber die im
Vergleich zu Bild A und B wesentlich schlechtere Qualitéit der Approximation
durch Modellfunktionen deutet an, dafl Fehler in der Photometrie und eine un-
geniigende Statistik das Ergebnis verfilschen. Abbildung 15 zeigt die geringe
Ubereinstimmung der Autokorrelationsfunktionen bei Bild C fiir ¢ < 100d.

Es wird deutlich, daf§ die hier errechnete Transversalgeschwindigkeit in der
Beobachterebene mit 2900-3500 km/s vier— bis sechsmal so grof§ ist, wie die
Modellannahme von Wambsganf et al. [46] mit 600 km/s, welche auch von der
gleichen Groflenordnung ist, wie der von Kayser, Refsdal und Stabell [18] ver-
wendete Wert fiir vq. Demgegeniiber stimmen die Quellgréfien in den beiden
Arbeiten mit dem hier ermittelten Wert iiberein und die, im Rahmen dieser
Arbeit bestimmten Zeitskalen sind sehr viel kleiner. Wahrend Wambsganf et
al. [46] Korrelationszeiten zwischen 6 (Bild D) und 100 (Bild A) Jahren er-
mitteln, fithrt die Berechnung der Autokorrelationsfunktionen aus gemessenen
Lichtkurven ebenso wie die mit (1.3.54, 1.3.53) ermittelten Modellfunktionen
zu deutlich kleineren Werten.

Weitere Ergebnisse folgen aus einer Analyse der Varianz der Intensitit. Die
aus Modellrechnungen ermittelten Helligkeitsschwankungen auf Grund des Mi-
krolinseneffektes sind fiir Quellradien R < 1 deutlich grofler als in den Licht-
kurven von QSO 223740305 aufler bei grofien . und einem Massenanteil von
weniger als 10% in Sternen und kompakten Objekten. Allerdings sind die Er-
gebnisse aus Modellrechnungen fiir Bild A bis C um 25% kleiner als die von
Wambsgan8 et al. [46] verdffentlichten Resultate!® fiir R = 0.2. Ein grofer An-
teil dieser Diskrepanz kann durch die unterschiedliche Berechnungsweise erklart
werden. Wihrend die Autoren die Varianz der Helligkeit aus m = 2.5log I be-
rechnet haben, wird in der vorliegenden Arbeit die Varianz der Intensitét nach
(2.3.1) in Magnituden umgerechnet. Kontrollrechnungen mittels Strahlenschie-
Ben ergeben einen mit wachsendem Quellradius abnehmenden Unterschied der
Resultate, welche bei R = 5 fiir Rechnungen mit (2.3.1) um etwa 10% und bei
R =1 um 25% kleiner sind als bei der von Wambsgan8 et al. verwendeten Vor-
gehensweise. Mit der Annahme, dafl durch die geringe Beobachtungshéufigkeit
eine untere Schranke fiir die Variabilitdt der Quasarbilder bestimmt wird, folgt
fiir die Bilder A und C eine maximale Quellgréle von R = 2, sowie R = 3 bzw.
R =5 in den Bildern B und D. Verglichen mit der Qualitit der Informationen
aus den Autokorrelationsfunktionen sind diese Werte allerdings bedeutungslos,
da sie zu keiner weiteren Einschrinkung der Mikrolinsenparameter fiithren.

Damit wird deutlich, da§ auch nach 15 Jahren Beobachtung am Einstein-
kreuz, die bisher gewonnene Lichtkurve nicht reprisentativ fiir die Variabilitit
des Quasars ist, und damit viel zu kurz, um eine umfassende statistische Ana-
lyse durchfiihren zu kénnen, fiir die zusétzlich eine wesentlich gréflere Beobach-
tungshiufigkeit erforderlich ist, als fiir die Jahre vor 1997 vorliegt.

Yfiir die von WambsganB et al. verwendete QuellgroBe o gilt o5 = V2R (o in der hier
verwendeten Notation
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3.3 Die Radioquelle B1600+434

Ein vollig anderes Bild ergibt sich bei dem Quasar B1600+434, von dem Koop-
mans et al. [20] von Februar bis Oktober 1998 eine Lichtkurve im Radiobereich
8.5-GHz am VLA in New Mexico aufgenommen haben. Bei einer Linge von
243 Tagen und einem Abstand der Messungen von 1-6 Tagen (3.33 Tage im
Mittel), handelt es sich hier um eine kurze aber regelméssig aufgenommene
Lichtkurve eines Doppelquasars. Eine scheinbar iiberlichtschnelle Transversal-
bewegung der Quelle verkiirzt die fiir den Mikrolinseneffekt relevante Zeitskala
und bei Autokorrelationslingen von 3.15 bzw. 3.82 Tagen fiir Bild A und B
betriagt das Verhéltnis von Lichtkurvenldnge zu diesen Werten 77 und 64, was
deutlich grofler ist als bei QSO 223740305, bei dem dieses Verhéltnis zwischen
weniger als 6 (Bild A) und 17 (Bild D) liegt. Der Unterschied, auch zu anderen
im optischen Bereich beobachteten Linsensystemen besteht darin, dal der Mi-
krolinseneffekt nicht durch die Bewegung der gesamten Quelle gegeniiber den
Kaustiken hervorgerufen wird, sondern dafl sich ein Teil der Strahlungsquelle
in einem emittierten Radiojet befindet. Elektronen in diesem Jet bewegen sich
beinahe mit Lichtgeschwindigkeit in einem Magnetfeld und senden Synchrotron-
strahlung aus. Erstreckt sich der Jet nahezu in die Richtung zum Beobachter,
sieht dieser auf Grund eines Projektionseffektes eine iiberlichtschnelle Transver-
salbewegung der Strahlungsquelle!® und die Zeitskalen fiir die Variabilitit durch
den Mikrolinseneffekt sind deshalb sehr viel kleiner als bei anderen bekannten
Objekten.

Weiterhin ist auffillig, dal die Autokorrelationsfunktion nicht, wie nach
der Theorie des Mikrolinseneffektes zu erwarten ist, gegen null strebt, son-
dern nach erreichen eines lokalen Minimums beginnt zu oszillieren. Das gleiche
Verhalten ist bei den Autokorrelationsfunktionen fiir die von Fassnacht et al.
[12] aufgenommenen Lichtkurven des Vierfachbildes vom Kern der Radiogalaxie
B1608+656 zu beobachten (Abbildung 30). Die Ursache dafiir liegt vor allem
darin, daf} die direkte Berechnung von Autokorrelationsfunktionen aus einer
Mefreihe nicht die optimale Vorgehensweise ist, um gesicherte statistische In-
formationen zu erhalten, sondern nur dazu dienen kann, auf sehr schnellem
Wege erste Ergebnisse aus den Daten abzuleiten.

Um abschétzen zu kénnen, bis zu welcher Lénge eine Autokorrelationsfunk-
tion zuverldssig aus einer Lichtkurve bestimmt werden kann, hilft ein Vergleich
mit QSO 223740305. Bei diesem Linsensystem mit einer Lichtkurvenlidnge
von 5200 Tagen weichen die mit (1.3.53, 1.3.54) berechneten Modellfunktio-
nen trotz der grofien Datenmenge (nach der Interpolation in der Lichtkurve)
fiir ¢ > 300d deutlich von den Autokorrelationsfunktionen der Lichtkurven ab,
wobei die Autokorrelationsfunktionslinge 5.8% der Lichtkurvenlinge betrigt.
Bei B1600+434 entspricht 5.8% der Lichtkurvenlinge einem Zeitraum von 15
Tagen und so ist zu erwarten, dafl auch hier fiir groflere Zeiten keine zufrieden-
stellende Approximation mdglich ist. Da dieser Vergleich die Unterschiede der
beobachteten Objekte und ihrer Lichtkurven nicht beriicksichtigt, sondern nur
auf der Anzahl der Mefiwerte basiert, kann es sich hierbei allerdings nur um eine
Abschitzung der Groenordnung fiir die Zuverlassigkeit empirischer Autokorre-

!5 Ausfiihrliche Beschreibungen finden sich in den Biichern von LanG [23] S.217ff, oder P&-
ACOCK [29] S.419fT.
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Abbildung 21: Lichtkurven fiir den Quasar B1600+434A,B mit dem zur Normierung
verwendeten gleitenden Mittelwert. Messungen mit tiberdurchschnittlich groflem Fehler
(nach Koopmans et al. [20]) sind mit « gekennzeichnet. Beginn der Beobachtungen am
13.2.1998 (Tag Nr. 0)

lationsfunktionen handeln. Abbildung 22 zeigt, daf fiir Bild A sogar bei ¢t > 6d
der Verlauf der Autokorrelationsfunktion nicht mehr durch den Mikrolinsenef-
fekt erkliart werden kann, wobei die Ursache dafiir bisher unbekannt ist. Daher
wird fiir die folgenden Untersuchungen die Léinge der Autokorrelationsfunktio-
nen auf sechs Tage fiir Bild A und zehn Tage fiir Bild B reduziert. Um glatte
Autokorrelationsfunktionen zu erhalten, miissen auch bei diesem Objekt die
MefBwerte durch lineare Interpolation zu einer regelmifligen Lichtkurve ergéinzt
werden. Vergleichsrechnungen zeigen, dafi mindestens zwei Daten pro Tag not-
wendig sind, da bei einer geringeren Anzahl der Verlauf der Autokorrelations-
funktionen fiir kleine Zeiten ¢ von der Punktdichte in der Lichtkurve abhéngt.
Der statistische Einfluf} dieser kiinstlichen Daten ist geringer als bei den Licht-
kurven von QSO 223740305, bei denen auf diese Weise hauptséichlich die ge-
ringe Beobachtungsdichte der ersten zehn Jahre ausgeglichen wurde. Auf jeden
Fall enthalten die Lichtkurven nur sehr wenig Information iiber Variabilitéit auf
kleinen (< 3d) Zeitskalen, wodurch bei Korrelationslingen von der gleichen
Grofenordnung mit Sicherheit auch die Autokorrelationsfunktionen verfilscht
werden. Da diese Funktionen aber fiir kleine Zeiten durch eine quadratische
Né&herung beschrieben werden kdnnen und sich bei weiterer Vergroflerung der
Punktdichte in der Lichtkurve nicht mehr dndern, kann auch das Ergebnis fiir
kleine ¢ mit ausreichender Genauigkeit bestimmt werden. Bezogen auf die etwa
hundertfachen Korrelationslingen gegeniiber B1600+434 ist die zeitliche Dichte
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der Daten im Mittel beim Einsteinkreuz grofier als bei diesem Doppelquasar.
Der signifikante Unterschied der Lichtkurven besteht vor allem in der deutlich
grofieren relativen Linge (bezogen auf die Korrelationszeit) der Mefiperiode bei
dieser Radioquelle.

3.3.1 Beobachtungsdaten

Nach Koopmans und de Bruyn [21] und den darin enthaltenen Quellenangaben
liegt der Quasar B1600+434 mit einer Rotverschiebung von z = 1.59 hinter einer
von der Kante (edge—on) sichtbaren Spiralgalaxie mit z = 0.41. Der Bildabstand
betrigt 1.39 arcsec, Bild B erscheint nahe am Zentrum der Galaxie, Bild A ist
durch den Halo hindurch sichtbar. Fiir Hy = 75 h7s km/s Mpc ! gilt in einem
Friedman—Universum mit 2 =1 und A = 0:

Dd = 895.6 Mpc/h75, Ds = 1169.5 Mpc/h75 und Dds = 682.0 Mpc/h75.

(3.3.1)
Damit ist D = 522.2 Mpc/h75 und der Einsteinradius in der Quellebene betréigt

|1 — Ke|Meg | o
— 130, [ Ll P g2
o h7s Mg
|1 — Ke| h7s M,
Oy := l%)s = 230 \/ZCW—@H pas. (3.3.2)

Eine zweite Spiralgalaxie G2 ist bei gleicher Rotverschiebung in der Aufsicht
(face—on) zu sehen und liegt in einem Winkelabstand von 4.5 arcsec von G1
entfernt, was in der Projektion einer Distanz von etwa 30 kpc entspricht. Die
Autoren schlieflen daraus, dafl der Halo dieser Galaxie ebenfalls zur Massen-
dichte an den Bildpositionen beitriagt. Tabelle 4 zeigt die Parameter fiir das
von Koopmans et al. [19] ermittelte Linsenmodell bei einer Massenverteilung in
der Form eines nichtsinguléren isothermen Ellipsoids. Fiir Gesamtmassendichte
und Scherung folgt aus dem Makrolinsenmodell k; = ' = 0.2 fiir Bild A sowie
kit = v = 0.9 fiir Bild B und aus der Beobachtung der Laufzeitdifferenz des
Lichtes [20] resultiert mit Atp_4 = 47d ein deutlich lingerer Lichtweg fiir Bild
B. Das Verhiltnis der durch den Makrolinseneffekt in den beiden Bildern her-
vorgerufenen Verstirkung betrigt mit diesen Linsenparametern pu4/pup = 4/3.
Der Quotient der FluBidichten aus den um den Time-Delay gegeneinander ver-
schobenen Lichtkurven ist im Mittel nur 10% kleiner. Beim Einsteinkreuz dem-
gegeniiber weichen relative FluBidichte und Verstidrkungsverhéltnis fiir die ein-
zelnen Bildpaare um mehr als 50% voneinander ab, wodurch nochmals bestétigt
wird, daf} die Lange der Lichtkurve bei diesem Vierfachquasar nicht ausreicht,
um daraus gesicherte statistische Aussagen iiber Mikrolinsenparameter ableiten
zu kénnen.

Da bei B1600+434 die gemessene Intensitit im Laufe der Beobachtungskam-
pagnen nahezu linear abnahm, muf§ zur Normierung der Lichtkurven anstatt
eines globalen Mittelwertes der momentane Erwartungswert (running mean)
der Intensitdt herangezogen werden. Zur Bestimmung dieser Werte werden die
Lichtkurven mittels linearer Regression jeweils durch eine Gerade approximiert,
welche die mittlere Intensitdtsabnahme wihrend der Messungsperiode wieder-
gibt (Koopmans et al. [20]). Um aus den derart normierten Lichtkurven die
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einzelnen Varianzen zu ermitteln, mufl allerdings beriicksichtigt werden, daf
fast ausschlieBlich der Anteil des Jets, nach Modellrechnungen von Koopmans
und de Bruyn [21] zwischen 5 und 11% der Gesamtintensitét, als Bemessungs-
grundlage dient, wihrend die Winkelgeschwindigkeit des Quasarkerns so klein
ist, dafl der Einflufl des Mikrolinseneffektes auf diesen deutlich gréfieren Teil
der Quelle innerhalb des Beobachtungszeitraumes vernachléssigt werden kann.

Sechs Datenpunkte, welche nach Koopmans et al. [20] mit einem iiberdurch-
schnittlich grofien Mefifehler behaftet sind, werden in der folgenden Analyse
nicht beriicksichtigt. Dieses fiihrt insbesondere bei Bild B zu einem deutlich
flacheren Verlauf der Autokorrelationsfunktion, zu einer Verkleinerung der Va-
rianz um 30%, sowie zu einer Verldngerung der Autokorrelationszeit auf 4.28
Tage (3.28 Tage fiir Bild A). Zusétzlich wird deutlich, dafl besonders in Bild
B der statistische Einfluf} dieser einzelnen Meflwerte grof3 ist, was ein Indiz
fiir eine zu geringe Messungsdichte in der Lichtkurve dieses Objektes ist. Eine
Kontrollrechnung zeigt, daf in Bild A die Vernachlissigung einzelner Mefiwerte
mit besonders hoher Intensitit (Messung von den Tagen Nr. 55, 108 und 121)
einen ebenso grofien Einflufl auf die Autokorrelationsfunktion hat, wihrend das
Fehlen der beiden ersten dieser Werte in der Lichtkurve von Bild B durch die li-
neare Interpolation wieder ausgeglichen wird. Durch die Interpolation auf zwei
Daten pro Tag wird auflerdem in beiden Bildern die Abweichung der Auto-
korrelationsfunktion von der Parabelform fiir kleine ¢ weiter reduziert und die
Korrelationszeit steigt auf 3.36 bzw. 4.36 fir Bild A und B.

3.3.2 Ein Mikrolinsenmodell

Anders als beim Einsteinkreuz muf} ein Mikrolinsenmodell fiir das Linsensystem
B1600+434 zwei verschiedene Komponenten der Quelle beriicksichtigen. Zusétz-
lich zum Quasarkern mit der mittleren Intensitit (Ig) := (1 — f) (I;) trégt hier
der Radiojet einen Anteil (I;) := f (I;) zur Gesamtintensitéit (I;)bei. Dabei ist
zu erwarten, daf} die intrinsische Variabilitdt der Komponenten unterschiedlich
ist, da es sich um zwei physikalisch unterschiedliche Objekte handelt und In-
tensitéitsinderungen beim kleineren Jet schneller ablaufen kénnen. Die mittlere
Verstéarkung (u) ist innerhalb jedes Makrobildes fiir beide Quellkomponenten
im Rahmen der Linearisierung des Makrolinseneffektes gleich; durch den Mikro-
linseneffekt verursachte Helligkeitsschwankungen allerdings sind beim kleineren
Jet wesentlich stirker und finden durch die hohe Transversalgeschwindigkeit
auch auf einer deutlich kiirzeren Zeitskala statt. Fiir die Gesamtintensitit als
Funktion der Zeit gilt dann

(1) = ((Igo) +01qo(t)) () +0uq(t)) +({L10) +L50(t)) ({1} +-dps (1)), (3.3.3)

Tabelle 4: Die Makrolinsenpara-
Bild | & | ¥ A z(") | y(") meter fiir den Radio—Doppelquasar
A 0.2 102 1.67 | -0.33 | 1.09 B1600+434A,B: Konvergenz und
B 09109 ]-1251 007 |-024 Scherung aus [21], Bildkoordinaten
aus [19]; Galaxienzentrum (G1) im
Koordinatenursprung.
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Abbildung 22: Autokorrelationsfunktionen fiir den Quasar B1600+434A B unter Ver-
zicht auf sechs Datenpunkte (durchgezogene Linien), aus den vollstéindigen Lichtkur-
ven (punktiert) und Modellfunktionen fir R = 0.7 (o, V = 0.497 (p/d bei Bild A und
R =2.0¢, V =1.03(/d bei k. = 0.84 fiir Bild B. (gestrichelt)

wobei der Index 0 wieder die ungelinste Intensitit des Quasars kennzeichnet.
Wegen der Kiirze der Lichtkurve ist zu erwarten, dafl nach der Normierung mit
dem zeitabhingigen Erwartungswert der Intensitit nur die Helligkeitsschwan-
kungen des Jets beriicksichtigt werden miissen und Variabilitdt durch den Mi-
krolinseneffekt fiir den Quasarkern selbst vernachlissigt werden kann. In dieser
Néaherung gilt fiir die Gesamtintensitit nach der Elimination der linearen Inten-
sititsabnahme durch Normierung mit dem gleitenden Mittelwert der Intensitit

L(t) ., 0lw(t) | dps(t) )
woraus folgt
AT
(I1)* N
(0T (t1)61u (t2)) | (Sps(t1)0ps(t2)) (oo (8150(t1)d150(t2))
(It0>2 + <M>2 (f + <It0>2 > . (335)

Damit ist es ohne Kenntnis von f, dem Anteil des Jets an der Gesamtintensitt,
nicht moéglich, durch Berechnung des Quotienten der Autokorrelationsfunktio-
nen oder von (3.3.5) fiir zwei verschiedene Bilder die intrinsische Variabilitit
aus der Lichtkurve zu eliminieren. Falls die Variabilitédt abgesehen von der linea-
ren Intensitdtsabnahme nur durch den Mikrolinseneffekt verursacht wird und
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damit nach der Normierung 01 (¢) = 0 ist, folgt

L(t) _ o(0ms(t)?)
Var ) =f e (3.3.6)
und fiir die Korrelationsfunktion gilt
(Le(t)i(t2)) o oo (O (t1)0ps(t2))
77 A P T (3:37)

so da} eine Autokorrelationsfunktion als Quotient dieser beiden Awusdriicke
ebenso von f unabhiingig ist, wie der Quotient der Varianzen fiir zwei ver-
schiedene Makrobilder. Durch diesen zusiitzlichen Parameter f gelingt es nicht
mehr nach Ermittlung des Quellradius R aus den Autokorrelationsfunktionen
die Kontinuumsmassendichte . durch den Vergleich der Varianzen aus Modell-
rechnungen und Daten zu bestimmen und es muf} also zumindestens in einem
Bild neben der Quellgréfle auch die Kontinuumsmassendichte k. aus der Au-
tokorrelationsfunktion ermittelt werden, um durch Vergleich der Varianzen aus
Modell und Lichtkurven in diesem Bild den Beitrag f des Jets zur Gesamt-
strahlung bestimmen zu kénnen. Im zweiten Bild kann dann aus der Varianz
ke ermittelt werden. Falls dieser Wert schon aus der Untersuchung der Auto-
korrelationsfunktion bekannt war, ist eine zweite unabhéngige Berechnung von

f moglich.

3.3.3 Lichtkurvenanalyse

Obwohl neben dem Mikrolinseneffekt auch eine zu geringe Beobachtungshaufig-
keit den Verlauf der aus den beobachteten Lichtkurven berechneten Autokorre-
lationsfunktionen bestimmt, gelingt es mittels Mikrolinsenmodell, die Autokor-
relationsfunktion des schwécheren Bildes B in der Nidhe des Galaxienzentrums
fiir £ < 10d mit grofler Genauigkeit zu reproduzieren. Die Lichtkurven ent-
halten nach linearer Interpolation zwei Daten pro Tag. Mit einer Schaar von
Modellfunktionen fiir R = 0.5, 0.7, 1, 2, 3, 5 und 10 Einsteinradien jeweils mit
den Winkeln ¢ = 0,...,10 - 7/20 zwischen Bewegungsrichtung und Scherung
wurde || f —¢q||2, der Abstand zur empirischen Autokorrelationsfunktion berech-
net. Durch zweidimensionale Interpolation entstehen daraus Konturliniendar-
stellung als Funktion von Quellradius und Winkel zwischen Bewegungsrichtung
und Scherung. Ausschnitte aus den jeweiligen Umgebungen der Bestapproxima-
tionen zeigen die Abbildungen 25-28. Abbildung 28 zeigt zusétzlich fiir konstan-
tes R = 2 die Norm ||f — ¢||2 in Abhéngigkeit von der normierten Massendichte
in kompakten Objekten ks und dem Winkel ¢. Entsprechende Ergebnisse fiir
Bild A des Doppelquasars sind in den Abbildungen 23 und 24 dargestellt.

Bei Bild B gelingt die beste Approximation bei einer Kontinuumsmassen-
dichte von k. = 0.86 fiir einen Quellradius von R = 2, die Geschwindigkeit
V' =1.069/d und den Winkel 4 = 18°. Die Verdopplung der Punktdichte in der
Lichtkurve durch lineare Interpolation fithrt zu einer Reduktion der Geschwin-
digkeit auf V' = 1.057/d. Bei einer Approximation mit der Geschwindigkeit V'
als freiem Parameter folgt V' = 1.104/d bei k. = 0.84, R =2.2 und ¢ = 17°.
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Modellfunktionen fiir B1600+4+434

Bld [ w [ B % | V [ 100 [T [T ]
[Co] | [7/20] | [Co/d] [107] | [107®] | [1077] [d]

A 0.00 | 0.7 2 0.539 51.88 | 24.19 | 15.75 | 3.28
0.00 | 0.7 3 0.518 || 101.39 | 47.42 | 29.76 | 3.19
0.00 | 0.5 3 0.423 59.00 | 28.77 | 20.69 | 3.28
0.00 | 1.0 0 0.711 71.93 | 35.82 | 27.27 | 3.21
0.05 | 1.0 0 0.725 || 103.35 | 56.25 | 43.10 | 3.12

B 0.86 | 2.0 2 1.069 30.06 | 11.55 6.72 4.33
0.87 | 2.0 2 1.080 || 33.08 | 12.58 779 | 4.37
0.85 | 2.0 2 1.058 44.19 | 16.42 8.97 4.31
0.84 | 2.0 2 1.048 63.69 | 22.67 | 10.96 | 4.28
0.84 | 2.2 1.9 1.129 85.72 | 30.96 | 16.02 | 4.24
0.84 | 1.0 3 0.626 || 117.57 | 52.60 | 33.35 | 4.50
0.84 | 3.0 1 1.499 || 133.36 | 53.46 | 30.49 | 4.34
0.82 | 2.0 2 1.030 99.03 | 34.99 | 15.71 | 4.25
0.74 | 1.0 2 0.642 88.12 | 32.57 | 18.30 | 4.36
0.70 | 1.0 2 0.617 || 60.29 | 24.69 | 16.29 | 4.38
B[ ne [ R ] & [ V [ M- [0z =]
[Co] | [7/20] || [Co/d] | [10®] | [-1073] | [10~?] [d]

A 0.00 | 0.7 3 0.497 | 62.00 | 13.08 4.57 | 3.32
0.00 | 0.7 4 0.461 | 165.62 | 25.02 8.30 | 3.34
0.00 | 0.7 2 0.536 | 99.26 | 23.38 8.33 3.30
0.00 | 0.5 4 0.387 | 64.79 | 16.60 6.00 | 3.32
0.00 | 0.5 5 0.359 | 120.67 | 17.14 5.69 3.33
0.00 | 1.0 2 0.645 | 73.96 | 16.56 5.82 | 3.31
0.05 | 1.0 0 0.689 | 154.88 | 33.22 | 11.06 | 3.28
0.05 | 1.0 2 0.637 | 73.72 | 16.79 5.90 | 3.30

B 0.84 | 2.2 1.9 1.104 | 52.16 7.94 2.14 | 4.33
0.85 | 2.0 2 1.047 | 55.93 8.98 2.48 4.35
0.84 | 2.0 2 1.033 | 56.16 9.12 2.45 4.35
0.86 | 2.0 2 1.064 | 55.20 9.86 2.71 4.35
0.82 | 2.0 2 1.005 | 75.47 | 11.95 2.99 4.36
0.87 | 2.0 2 1.083 | 66.00 | 12.23 3.29 4.36

Tabelle 5: Approximationen an die Autokorrelationsfunktionen der Ma-
krobilder in Abhingigkeit von k., R und ¢ bei einer Linge von 6 (10)
Tagen fiir Bild A (B).

Angegeben sind Ergebnisse fiir diejenigen Modelle, fiir die der Abstand
[If —qll2 < 1.5 min(]|f — ¢||2) ist, sowie einige Vergleichswerte. Die erste
Zeile eines Abschnittes zeigt die Parameter fiir die jeweilige Bestapproxi-
mation.

Oben: Geschwindigkeit nach (3.1.7) berechnet.

Unten: Geschwindigkeit V' als freier Parameter bei der Approximation.
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Abbildung 23: B1600+434A: Konturlinien von 103 - [|f(t) — q(Vt)||2 fiir Thax = 6d
und k. = 0; vollstédndige Lichtkurve interpoliert auf ein Datum pro Tag (oben links)
und nach Elimination von sechs Messungen mit grofem Mefifehler (oben rechts). Die
derart verkiirzte Lichtkurve interpoliert auf zwei Daten pro Tag (unten links) und auf
vier Daten pro Tag (unten rechts), alle mit der effektiven Transversalgeschwindigkeit
V nach (3.1.7) berechnet.
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Abbildung 24: B1600+434A: Konturlinien von 103 - || f(£) — ¢(V#)||, fiir die um sechs
Messungen verkiirzte Lichtkurve, interpoliert auf zwei Daten pro Tag mit der Geschwin-
digkeit V' nach (3.1.7) fiir T, = 5d (oben links), Ti,.x = 7d (oben rechts), sowie mit
V' als freiem Parameter bei der Approximation und 7T,,, = 6d (unten links) und ei-
ne Beispielrechnung mit V' nach (3.1.7), Th.x = 6d nach zusétzlicher Streichung der
Messungen von den Tagen Nr. 55, 108 und 121 vor der Interpolation. (unten rechts).
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Abbildung 25: B1600+434B: Konturlinien von 103-||f(¢)—q(Vt)|]2 fiir Thaex = 10 d mit
der Geschwindigkeit V nach (3.1.7) und . = 0.84. Vollsténdige Lichtkurve interpoliert
auf ein Datum pro Tag (oben links) und nach Elimination von sechs Messungen mit
groBem MeBfehler (oben rechts). Die derart verkiirzte Lichtkurve interpoliert auf zwei
Daten pro Tag (unten links) und auf vier Daten pro Tag (unten rechts).

74



0.0

T [ T [ T [ T [ T [
05 1.0 15 20 25 30R35

0-0 T [ T [ T [ 1 [
0.5 1.0 15 20 2.5

3.0 3.5

0.0

L L L L L
0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0

R3S

I N T N N
300
00
40 00

0.0

60 80
80 60
10 40
o
300

T | T [ T [ T [
0.5 1.0 1.5 20 2.5

3.0p3.5

Abbildung 26: B1600+434B: x. = 0.7, Erliuterungen siehe Abbildung 25.
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Abbildung 27: B1600+434B: k. = 0, Erlduterungen siche Abbildung 25.
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Abbildung 28: B1600+434B: Konturlinien von 103 - ||f(t) — ¢(V't)||5 fiir Thax = 10d
und k. = 0.84, zwei Daten pro Tag und Geschwindigkeit V' als freier Parameter (oben
links). Als Funktion von ks = k¢ — k. fiir R = 2 bei zwei Daten pro Tag (oben rechts)
und vier Daten pro Tag (unten links) jeweils mit der Geschwindigkeit V' nach (3.1.7)
und bei zwei Daten pro Tag mit V' als freiem Parameter bei der Approximation (unten
rechts).
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Auch hier fiihrt eine Verdopplung der Punktdichte auf vier Daten pro Tag
nur zu einer auf V- = 1.099/d verringerten Geschwindigkeit. Bei einer Lichtkur-
ve mit einem Wert pro Tag fithren Rechnungen mit V' nach Gleichung (3.1.7) zu
vollig anderen Ergebnissen, da diese Punktdichte nicht ausreicht, um die empi-
rische Autokorrelationsfunktion durch Polynomapproximation auch fiir kleine
Zeiten t mit ausreichender Genauigkeit wiederzugeben, so dafl die Geschwin-
digkeit V nicht korrekt bestimmt werden kann. Bei V' als freiem Parameter hat
die Halbierung der Punktdichte in der Lichtkurve keinen signifikanten Einfluf§
auf das Ergebnis.

B1600+434A Tabelle 6: Die Bestapproximatio-

Ko R vV m Var f nen fiir den Radio—Doppelquasar

00107 054 18° B1600+434A: oben mit V nach (3.1.7),

00 07 050 57 0.198 | 5.5% unten mit V als freiem Parameter.
. : : Var = Var

N

Der Versuch zur Einsparung von Rechenzeit zusitzliche Autokorrelations-
funktionen mittels Interpolation zu erzeugen zeigt, dafl die benotigte Genau-
igkeit nicht erreicht wird und dieser Ansatz nur geeignet ist, Hinweise fiir die
weitere Auswahl geeigneter Modellfunktionen zu liefern. Anderungen des Quell-
radius um mehr als 20% oder des Winkels ¢ um iiber 10% vergréflern den
Minimalabstand allerdings jeweils um mehr als 50% und kénnen daher fiir rea-
listische Mikrolinsenmodelle ausgeschlossen werden. Diese Qualitat der Appro-
ximation wird unter anderem erreicht, weil fiir Bild B die Autokorrelations-
funktion auch fiir kleine Zeiten ¢ mit grofler Genauigkeit durch eine gerade
Funktion dargestellt werden kann, und eine gute Anpassung erreicht wird, da
die Modellfunktionen als Funktionen von (V¢)? ebenfalls gerade sind.

Fiir Bild A demgegeniiber kann der lineare Term in der Reihenentwicklung
der empirischen Autokorrelationsfunktion nicht vernachlissigt werden und die
Autokorrelationsfunktion kann auch nur fiir ¢ < 6 d durch eine Modellfunktion
approximiert werden, da der in Abbildung 22 dargestellte Anstieg der Funktion

B1600+434B

ke | R | Ry |4 Vv | ¢ Var f O qs

0.86 | 2.0 | 0.75 | 1.07 | 0.40 | 18° | 0.0473 | 6.7% || 1.82 | 2.0467
0.84 | 2.2 | 0.88 | 1.10 | 0.44 | 17° | 0.0585 | 6.0% || 1.27 | 1.8398
0.85 | 2.0 | 0.77 | 1.05 | 0.41 | 18° | 0.0566 | 6.1% || 1.50 | 1.8703
0.84 | 2.0 | 0.80 | 1.03 | 0.41 | 18° | 0.0651 | 5.7% | 1.45 | 1.7439

Tabelle 7: B1600+434B: Bestapproximation mit V' nach (3.1.7) und mit
V als freiem Parameter, darunter zwei von der Norm her nahezu gleich-
wertige Modelle ebenfalls mit V' als freiem Parameter. Ry und Vi ent-
stehen durch Multiplikation von R und V mit /|1 — &.g|, so dafl der
Vergleich mit Bild A moglich wird. Theoretisch diirfen sich die entspre-
chenden Groflen in den beiden Bildern nur noch bei verschiedenen effek-
tiven Massen unterscheiden.
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fiir groflere Zeiten ¢ durch den Mikrolinseneffekt nicht erklirt werden kann und
eine Approximation durch Mikrolinsenmodellfunktionen daher nicht mdoglich
ist. Die Bestapproximation wird hier mit R = 0.7, V = 0.54/d und ¢ = 18° bei
ke = 0 erreicht. Der Ansatz mit der Geschwindigkeit V' als freiem Parameter
ergibt demgegeniiber ¢ = 27° und V' = 0.50/d bei unverindertem Quellradius
R = 0.7 und mit s, = 0. Bei Rechnungen mit von Null verschiedener Konti-
nuumsmassendichte k. = 0.05 und k. = 0.15 bleibt ||f — ¢||2 bei Bestimmung
von V nach (3.1.7) mindestens doppelt so groff wie bei der Bestapproximation
fiir k., = 0.0 und R = 0.7. Das beste Ergebnis wird hierbei mit x. = 0.05 und
R =1 erzielt (Tabelle 5, oberer Teil). Mit V als freiem Parameter ergeben sich
fir R = 1, ¢ = 18° sehr gute Ndherungen sowohl mit k. = 0 als auch mit
ke = 0.05. Allerdings ist bei diesen Modellfunktionen fiir alle ¢t < 6d der Ab-
stand |f(t)—q(V't)| grofer als bei der Bestapproximation mit R = 0.7 und k. = 0
und eine Verdopplung der Punktdichte in der Lichtkurve durch lineare Inter-
polation auf vier Daten pro Tag reduziert die Differenz von Bestapproximation
und empirischer Autokorrelationsfunktion deutlicher als bei den anderen Mo-
dellfunktionen. Es scheint damit gerechtfertigt zu sein, von k. = 0 auszugehen,
aber um genauere Aussagen treffen zu konnen, ist es notwendig, eine groflere
Datenmenge zur Verfiigung zu haben oder eine prizisere Bestimmung der Au-
tokorrelationsfunktion einschliellich einer zuverldssigen Fehlerabschitzung aus
den Messungen abzuleiten.

Auffallend ist die gute Ubereinstimmung der Winkel 1, welche aus den Mo-
dellrechnungen folgt. Dieses Ergebnis zeigt, daf ein Einflufl der Galaxie G2 auf
die Richtung der Scherung an den beiden Bildpositionen im Rahmen der er-
zielten Genauigkeit dieser Untersuchung nicht nachgewiesen werden kann. Da
die Bewegungsrichtung nur durch die effektive Transversalgeschwindigkeit der
Quelle bestimmt wird, wire dieses Ergebnis bei einer ausschliefilich durch die
Galaxie G1 verursachten Scherung zu erwarten gewesen. Der grofie Unterschied
zwischen den in den beiden Bildern ermittelten Quellradien und Geschwindig-
keiten beruht zum iiberwiegenden Teil auf den verschiedenen Lingeneinheiten,
die aus den unterschiedlichen Kontinuumsflaichenmassendichten k. resultieren.
Multiplikation von R und V mit /|1 — k¢.s| macht diese Normierung fiir Bild
B riickgiingig und ergibt die in Tabelle 7 aufgefithrten Werte Ry und Vi, die
von der gleichen Groéflenordnung sind wie die Ergebnisse bei Bild A. Verant-
wortlich fiir die verbleibenden Unterschiede in den Resultaten fiir die beiden
Bilder kénnen neben den Fehlern bei der Abschéitzung der Modellparameter
auch eine mogliche Streuverbreiterung von Bild B (Koopmans und de Bruyn
[21]) und unterschiedliche effektive Massen in den verschiedenen Regionen der
Linsengalaxie sein. Das Verhéltnis der effektiven Massen kann ohne Kenntnisse
iiber eine eventuelle Streuverbreiterung aus den ermittelten Geschwindigkeiten
hergeleitet werden. Da die physikalische Geschwindigkeit in beiden Bildern die-
selbe sein muf, gilt V4 (pa = VB (op und daraus folgt fiir das Verhiltnis der
effektiven Massen
Mgy i |1 — Keal Vj
Mg a |]-_K'CB|V§‘

Gy = (3.3.8)
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Mit den Ergebnissen aus den Tabellen 6 und 7 folgt fiir diesen Quotienten
Mgg/M 55 = 1.82, wenn V' durch (3.1.7) bestimmt wird und bei Verwen-
dung der Geschwindigkeit V als freien Parameter bei der Approximation gilt
M.g5/M.zx = 1.27. Bei Fehlern von 0.02 fiir k.5 und 5% fiir Vp und jeweils
doppelten Werten fiir Bild A ergibt die Fehlerfortpflanzung eine Unsicherheit
von 23% fiir den Quotienten M. g55/M. g5, so daf die Gleichheit der effektiven
Massen bei der angenommenen Genauigkeit nicht auszuschliefien ist. Um aller-
dings eine derartige Reduktion von M,.gg/M.q, zu erreichen, miissen zusétzlich
R4 um ebenfalls 10% kleiner und Rp um etwa 5% grofier sein als die Ergebnis-
se aus der Approximation, da sonst die so erhaltenen Modellfunktionen keine
Néaherungen an die Autokorrelationsfunktionen aus Mefiwerten sein kénnen. Da
die effektive Transversalgeschwindigkeit fiir B1600+434 durch die Bewegung
relativistischer Elektronen im Jet bestimmt wird und die Bewegung einzelner
Sterne oder der Linsengalaxie als ganzem vernachléssigt werden kann, gibt es
keinen Anhaltspunkt fiir einen systematischen Fehler bei der Geschwindigkeits-
berechnung in der Ndherung einer nur durch den Linseneffekt hervorgerufenen
Variabilitdt. Im Rahmen der Genauigkeit dieser Untersuchung ist es damit sehr
wahrscheinlich, dafl M g5 > M, 4, gilt; ein Befund, der auch durch Untersuchun-
gen von Sternpopulationen in Galaxienzentren und Halos'6 unterstiitzt wird.
Vollig auszuschlieflen ist ein gegenteiliges Ergebnis auf der Grundlage der hier
vorgestellten Untersuchung allerdings nicht.

Die Streuung von Photonen an Elektronen in der Umgebung des Zentrums
der Linsengalaxie kann zu einer scheinbaren Vergréflerung von Bild B um bis
zu einer pas fithren (Koopmans und de Bruyn [21]), womit aus den Modellrech-
nungen fiir dieses Bild ein zu grofler Quellradius bestimmt werden wiirde. Da
in den beiden Bildern dasselbe physikalische Objekt beobachtet wird, kann die
Differenz .

00p =
B Dy

(BB CoB — Ra Coa) (3.3.9)
eine Abschitzung fiir die Streuverbreiterung liefern. Mit (o4 = (opVir/Va 148t
sich d0p bis auf die unbekannte Langeneinheit (yp aus den geschitzten Modell-
parametern berechnen und es folgt

CoB . VB
0 fir ¢ = — —.
Ds RB ur RB RB RA VA

505 = (3.3.10)

Wird die Geschwindigkeit durch (3.1.7) bestimmt, dann ist dRp = 0.61 und
mit (3.3.2) folgt d0p = 0.53\/h75M.an/Mg pas; mit V als freiem Parameter
bei der Approximation gilt IRp = 0.65 und 60p = 0.59\/h75 M ¢ 5/ Mg pas fir
R = 2.2. Der wahrscheinliche Fehler fiir 665 betrigt 50% unter der Annahme,
dafl die Unsicherheit bei der Bestimmung der Quellradien 10% betrigt. Eine
Streuverbreiterung von Bild B um bis zu einer pas kann daher nicht ausge-
schlossen werden, aber um ein genaueres Ergebnis erzielen zu konnen, sind die
erwarteten Fehler zu grof.

'6Bei der Halo-Population handelt es sich iiberwiegend um alte und kleine Sterne, wihrend
im Galaxienzentrum groflere und jiingere Sterne hiufig sind. (Weigert, Wendker [47] S.228f
oder Karttunen et al. [16] S.393ff)
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Ein alternativer Ansatz basiert auf der Annahme, dafl die fiir die beiden
Bilder unterschiedlichen Quotienten R/V nur aus Fehlern bei der Berechnung
der einzelnen Groflen resultieren. Bei einer Ausgleichsrechnung, bei der V4 und
Rp proportional zu den oben angegebenen wahrscheinlichen Fehlern von jeweils
10% verkleinert werden und R4 (10%) und Vg (5%) entsprechend vergréfert,
wird gefordert, daf} fiir 0 < a <1 gilt

V(1 + 0.05a)

=0. (3.3.11)
Im Mittel folgt fiir Rechnungen mit den in den Tabellen 6 und 7 aufgefiihrten
Modellen @ = 0.94 £ 0.09, so daf} eine derartige Korrektur an der Obergrenze
der erwarteten Fehlerbereiche zum Erfolg fiihren koénnte. Allerdings bedeutet
eine Verkleinerung von Rp bei gleichzeitiger Vergroflerung der Geschwindigkeit
Vg, daf} die resultierende Modellfunktion fiir ¢ > 0 immer kleiner ist als die
empirische Autokorrelationsfunktion und daher die Ubereinstimmung deutlich
schlechter ist als bei der Bestapproximation. Das gleiche gilt mit entgegengesetz-
ten Vorzeichen fiir Bild A, so daf} es nicht moglich ist, ohne die Annahme einer
Streuverbreiterung von Bild B den Unterschied der ermittelten Quellradien zu
erkliren.

_ _ Var I [10~7] Tabelle 8: Varianz aus den Licht-
interpoliert nur Daten kurven, mit und ohne Interpo-
komplett | ohne 6 | komplett | ohne 6 | lation, jeweils mit vollstindigem
A 6.204 6.124 7.569 7.695 Datensatz und bei Verzicht auf
B 2.970 2.113 3.636 2.665 sechs Messungen mit groflem Feh-
(s | 1445 | 1702 | 1443 | 1.699 | lc‘;rl’ngfag;ms der Standardabwel-

Mit den Modellparametern R4 = 0.7 und Rp = 2 folgt fiir die Varianz
der Intensitéit nach (1.3.55) Var (I/(I)) = 0.198 bei Bild A (k. = 0, R = 0.7)
bzw. 0.065 bei Bild B (k. = 0.84, R = 2). Damit kann dann der Quotient der
Standardabweichungen

(3.3.12)

gebildet werden. Das Ergebnis ist mit ¢s = 1.74 nur um 2.4% grofler als der Wert
aus den Lichtkurven (Tabelle 8), wenn die sechs mit einem grofien Mefifehler
behafteten Werte nicht beriicksichtigt werden. Bei Verwendung aller Messungen
ist die Varianz in Bild B um 40% grofler und der Quotient ¢s sinkt auf 1.45,
da die Varianz bei Bild A von der Beriicksichtigung dieser sechs Werte nicht
abhingt. Die gute Ubereinstimmung dieser Quotienten (ohne die sechs Daten-
punkte) bestitigt die Annahme, die Variabilitit der normierten Lichtkurven
wiirde nur durch den Mikrolinseneffekt hervorgerufen. Fiir die in den ersten
beiden Zeilen von Tabelle 7 aufgefiihrten Bestapproximationen ist die Uberein-
stimmung geringer, aber ohne eine quantitative Fehlerabschitzung fiir Varian-
zen und Autokorrelationsfunktionen aus den Messungen ist es nicht méglich zu
beurteilen, wie die verschiedenen Ergebnisse zu gewichten sind.
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Der im Jet enthaltende Anteil f der Strahlung von B1600+434 betragt mit
Gleichung (3.3.6) in Bild A 5.5%, wobei wiederum eine durch lineare Interpola-
tion erginzte Lichtkurve untersucht wurde. Bei Beschrinkung auf die Mefiwerte
ist die ermittelte Varianz der Lichtkurve um 22% grofier (Tabelle 8), und der
berechnete Anteil der Strahlung im Jet steigt damit auf 6.2% an. Die Rechnun-
gen fiihren bei Bild B fiir k. = 0.84 und R = 2 zu einem nur um 3% groferen
Ergebnis, womit die aus den Autokorrelationsfunktionen ermittelten Quellradi-
en und Massendichten sehr gut bestéitigt werden, obwohl bei der Ermittlung der
Varianz fiir Bild B das Ergebnis durch Ungenauigkeiten bei der Bestimmung
von k beeinflufit wird, da hier bei konstantem x; die Division mit dem kleinen
Wert 1 — k. (vgl. 1.1.10) die Abhéngigkeit der effektiven Massendichte x von
der Kontinuumsmassendichte «. verstirkt.

Nach (3.1.1) betréigt die Varianz der intrinsischen Quellintensitit des Jets
ohne Einbeziehung der linearen Intensititsabnahme Var Io/(Ip) = 1.07 - 1074,
Dieses Ergebnis kann bei nur zwei Makrobildern allerdings nicht durch ei-
ne unabhingige Berechnung iiberpriift werden, es ist aber von der gleichen
Groflenordnung wie bei dem im folgenden Abschnitt vorgestellten Vierfachsy-
stem B1608+4-656 und scheint daher nicht unrealistisch zu sein. Kreuzkorrela-
tion der beiden gemessenen und normierten Lichtkurven ergibt eine Ndherung
fiir die Autokorrelationsfunktion der intrinsischen Variabilitdt und (3.3.5) ist
gleichbedeutend

Ccor (It(tl), It(tg)) — COr (It() (tl), Itg (t2))
= f2cor (us(tr), ps(t2)) (1 + cor (IJO(tl),IJO(tQ))) . (3.3.13)

Fiir ¢; = to folgt daraus

ar L) _ - Iio(t) 2y pr(t) " Lo(t)
v (1) v (Ito) 7V (1) (1 Vv (IJ[])) (3.3.14)

und fiir den Quotienten dieser beiden Gleichungen gilt dann

cor (I4(t1), I1(t2)) — cor (Lio(t1), L1o(t2))

T (t Tio(t
Var % — Var <I(),fE)>)

1+ cor (Iyo(t1), Lyo(t2))

14 Var I&O](Og
(3.3.15)

Wihrend bei Bild A fiir ¢ < 6d die linke Seite der Gleichung mit der Autokor-
relationsfunktion aus Mefiwerten nahezu iibereinstimmt, so daf bei diesem Bild
die intrinsische Variabilitdt vernachléissigt werden kann, fallt die resultierende
Funktion fiir Bild B nahezu quadratisch mit der Zeit bis auf den Wert —0.32 bei
t = 10d ab und ist damit nicht mehr durch Modellfunktionen fiir den Mikrolin-
seneffekt darstellbar. Da die Varianz dieses Bildes nur etwa doppelt so grof} ist,
wie die durch Kreuzkorrelation ermittelte Varianz der ungelinsten Quelle, ma-
chen sich Ungenauigkeiten bei der Normierung der Autokorrelationsfunktionen

besonders deutlich bemerkbar. Da Mittelwerte aus Messungen nur asymptotisch

= ACF (s (t1), ps(t2))

Y
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Abbildung 29: Winkel ¢ zwischen Richtung des Radiojets und der optischen Achse
(links) und Materiegeschwindigkeit im Jet 8 (in Einheiten von ¢, rechts).

fiir sehr grofle Datensitze gegen die entsprechenden Erwartungswerte konver-
gieren, werden entweder deutlich mehr Daten fiir diese Untersuchung benotigt,
oder es muf} gelingen, mittels eines besser geeigneten statistischen Ansatzes zu
genaueren Ergebnissen zu kommen.

Erstreckt sich der Jet unter einem kleinen Winkel ¢ zur optischen Achse in
Richtung auf den Beobachter, folgt aus der relativistischen Materiegeschwindig-
keit v,, = Bc < ¢ nach Blandford und Koénigl [1] und (1.1.21) fiir die gemessene
scheinbare Transversalgeschwindigkeit in der Quellebene

Bsin ¢ e g Br

Br = (1—|—zs)C0K =

=777 = 3.3.16
¢ 1—pcos¢ b sin ¢ + Br cos ¢ ( )
und der Dopplerfaktor ist durch
_ V1=8 2 _ 201
D := m = \/1+26Tcot¢—BT<:>¢—arctanm
(3.3.17)

gegeben. Nach einer Abschitzung von Koopmans und de Bruyn [21] fir die
Flufidichte einer radialsymmetrischen Radioquelle gilt fiir den Radius der Strah-

lungsquelle im Jet
_CGR . f
Aboy = D, ~ 20 T Has. (3.3.18)

Sind R, V und f aus Modellrechnungen bestimmt worden, kann dann bei be-
kanntem (y zuerst D und damit dann die Materiegeschwindigkeit S und die
Richtung des Jets ¢ ermittelt werden.
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Mit den Bestapproximationen fiir Bild A, R = 0.7, k., = 0 und mit f = 0.055
folgt fir den Dopplerfaktor D = 8.47Mg /(M.ga h7s) bei einem auf Grund
der Fehlerfortpflanzung zu erwartenden Fehler von 22%, wenn die Genauigkeit
fir f und R jeweils 10% betrigt. Fiir die scheinbare Transversalgeschwindig-
keit fr folgt mit V' = 0.54/d (berechnet nach (3.1.7)) und ¢ = 18°: Bp =
21.719\/ M 5 s/ Mz mit einem Fehler von 11%. Mit diesen GroBen ist es jetzt
moglich bei bekannter effektiver Masse den Winkel zwischen Sichtlinie und Jet
sowie die Elektronengeschwindigkeit in diesem zu berechnen. Fiir M4, = Mg
und hrs = 1 ist ¢ = 4.578° und B = 0.9995. Die zu erwartenden Fehler sind
dabei 9.4% fiir ¢ und 1.7 - 10~ fiir 5. Mit einer Salpeter-Massenverteilung
0.1 < M/Mg < 1.0 und Exponenten o = —2.35 ist M5, = 0.3374M und es
folgt D = 25.10 /h7s, ¢ = 1.83° sowie 8 = 0.9980. Dabei betréigt der relative
Fehler fiir den Winkel ¢ jetzt 26% bei einem nahezu unverdndertem absoluten
Fehler von 0.5° und fiir 8 sinkt der erwartete Fehler mit 63 = 1.4 - 10~* auf
achzig Prozent seines Wertes bei M g, = My ab.

Der Vergleich mit den Ergebnissen von Koopmans und de Bruyn [21] zeigt
eine gute Ubereinstimmung bei den meisten dieser Werte. Der von den beiden
Autoren angegebene Wertebereich fiir die scheinbare Transveralgeschwindigkeit
der Strahlungsquelle wird hier ebenso bestétigt wie das Ergebnis fiir den An-
teil f des Radiojets an der Gesamtintensitit. Allerdings ist die hier berechnete
QuellgroBe fiir Bild A auch fiir Mz, = Mg mit R(y/Ds = 1.61pas um zwanzig
Prozent kleiner als die bei Koopmans und de Bruyn angegebene untere Schran-
ke. Auch der Winkel zwischen dem Jet und der optischen Achse ist nur bei einer
groflen effektiven Masse innerhalb des erwarteten Bereichs. Demgegeniiber ist
der Dopplerfaktor berechnet nach (3.3.18) mehr als doppelt so grofi wie die von
Koopmans und de Bruyn ermittelte Obergrenze fiir diesen Wert. Eine Ursache
fiir diese Diskrepanz kann darin liegen, dafl die beiden Autoren von k., = 0 in
beiden Bildern und von einer grofieren effektiven Masse in Bild A ausgegangen
sind, wihrend sich aus dem Vergleich mit Modellfunktionen eine grofie Konti-
nuumsmassendichte in Bild B ergibt, deren reduzierender Einfluf} auf die Varia-
bilitdt zum Teil durch die in Bild B groflere effektive Masse kompensiert wird.
Durch eine weitere Mefireihe mit erhohter Beobachtungsdichte kann eine ge-
nauere Bestimmung der Mikrolinsenparameter erreicht werden. Damit besteht
auch die Moglichkeit zu kliren, ob die Abschétzung einer Streuverbreiterung
von Bild B und die Annahme, die effektiven Massen wiren unterschiedlich in den
verschiedenen Regionen der Linsengalaxie, realistisch sind, oder ob ein grofierer
Anteil der Diskrepanzen in den ermittelten Quellradien und Geschwindigkeiten
auf den Einwirkungen der verschiedenen Fehlerquellen bei der Rechnung beruht.
Gleichzeitige Beobachtungen bei unterschiedlichen Frequenzen erméglichen es
ausserdem, die Wirkungen von Mikrolinseneffekt und Szintilation anhand ihrer
Frequenzabhéngigkeit zu unterscheiden.
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3.4 Die Radioquelle B1608+656

Die Radioquelle B1608+4-656 besteht aus vier Bildern vom Kern einer Radio-
galaxie bei z = 1.394 (Fassnacht et al. [11]) hinter einer Gravitationslinse,
bestehend aus zwei Galaxien bei z = 0.6304 (Myers et al. [24]). Der obere Teil
von Abbildung 30 zeigt die von Fassnacht et al. [12] vom 10.10.1996 bis zum
26.5.1997 am VLA bei einer Frequenz von 8.5-GHz aufgenommenen Lichtkur-
ven, normiert mit der jeweiligen mittleren Fludichte und zur {ibersichtlicheren
Darstellung um die in der Graphik angegebenen Betrige nach oben (bei negati-
ven Werten nach unten) verschoben. Zusétzlich wurden die Lichtkurven um die
in [12] angegebenen Laufzeitdifferenzen!” relativ zu Bild B entlang der Zeitachse
verschoben.

Mit einem Makrolinsenmodell ausreichender Genauigkeit (Koopmans und
Fassnacht [22]) ist es nach einer Bestimmung der normierten Gesamtfliichen-
massendichte x; und der Scherung 7" moglich, auch fiir dieses Objekt Autokor-
relationsfunktionen fiir verschiedene Mikrolinsenmodelle zu berechnen. Es gibt
bisher keinen konkreten Hinweis darauf, dafl der Mikrolinseneffekt mitverant-
wortlich fiir die Variabilitidt der einzelnen Bilder ist, aber die Varianzen der
Lichtkurven sind mit 3.5-4.5-10~* ebenso wie die Zeitskalen und die Varianz
der Quelle mit Var I/(Ip) = (1.3+£0.2) - 10~* von der gleichen Gréfenordnung
wie beim Doppelquasar B1600+-434. Konsistente Ergebnisse aus Modellrech-
nungen aller vier Bilder wiren dann ein deutliches Indiz fiir einen dominanten
Einflu des Mikrolinseneffektes auf die vier Lichtkurven von B1608+-656.

"Atpa = 31+ 7d, Atpc = 36 & 7d und Atsp = 761, d.
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Abbildung 30: B1608+656A—D: Lichtkurven, vom 10.10.1996 bis zum 26.5.1997 am
VLA aufgenommen, normiert mit der jeweiligen mittleren Fludichte, fiir eine deutli-
chere Darstellung um die angegebenen Betrige parallelverschoben und zusétzlich um
die von Fassnacht et al. [12] ermittelten Laufzeitdifferenzen relativ zu Bild B entlang
der Zeitachse versetzt (oben); aus diesen Daten nach Interpolation der Lichtkurve auf
einen Wert pro Tag bestimmte empirische Autokorrelationsfunktionen (unten)
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SchluBbemerkung und Ausblick

Ausgehend von der Theorie des Gravitationslinseneffektes wurde ein wahr-
scheinlichkeitstheoretisches Verfahren entwickelt, mit dem es mdglich ist, die
Wirkung des Mikrolinseneffektes auf ein beobachtetes Quasarbild zu analysie-
ren. Fiir eine statistische Untersuchung einer photometrischen Mefireihe eignen
sich die Varianz und die Autokorrelationsfunktion der Lichtkurve. Nachdem es
bisher notwendig war, mittels Strahlenschieflen eine grofie Anzahl kiinstlicher
Lichtkurven zu erzeugen, welche die Grundlage fiir statistische Modellrechnun-
gen bildeten, ermdglicht das hier vorgestellte wahrscheinlichkeitstheoretische
Verfahren eine direkte numerische Berechnung von Autokorrelationsfunktion
und Varianz. Damit kann gewéhrleistet werden, dafl die berechneten Modell-
funktionen von sonst unvermeidbaren statistischen Fehlern frei sind.

Die Analyse der Radiodaten vom Doppelquasar B16004+434 (Koopmans et
al. [20]) zeigt, wie es mit dem wahrscheinlichkeitstheoretischen Ansatz gelingt,
Informationen iiber die Systemparameter bei diesem Objekt zu erlangen. Dabei
reicht die erzielte Genauigkeit aus, um den Wertebereich fiir daraus abgeleitete
Daten wie die Elektronengeschwindigkeit im Radiojet, dessen Winkel mit der
optischen Achse und das Verhéltnis der effektiven Massen in der Linsengalaxie
einzugrenzen. Eine genauere Bestimmung dieser Gréfien scheitert an einer zu ge-
ringen Beobachtungsdichte, wodurch Variabilitit auf Zeitskalen von weniger als
drei Tagen nahezu unbeobachtet bleibt und auch die Autokorrelationsfunktio-
nen von der Beriicksichtigung oder Nichtberiicksichtigung einzelner MeBwerte
abhingig werden.

Koopmans und de Bruyn [21] haben durch den Nachweis externer Variabi-
litdt bei B1600+434 die Moglichkeit aufgezeigt, den Mikrolinseneffekt anhand
von Jets aktiver Galaxienkerne zu untersuchen. Damit ist zu erwarten, daf
es gelingt, weitere Mehrfachbilder mit scheinbar iiberlichtschneller Transver-
salgeschwindigkeit der Lichtquelle zu entdecken.'® Diese hohe Geschwindigkeit
verkiirzt die fiir den Mikrolinseneffekt relevanten Zeitskalen, und reduziert den
Einflu} der Pekuliarbewegung der einzelnen Sterne in der Linsengalaxie auf die
Variabilitdt der Bilder. Da zur Ermittlung eines Makrolinsenmodelles auch die
Bestimmung von Laufzeitdifferenzen fiir das Licht der Einzelbilder angestrebt
wird, kénnen bei diesen Linsensystemen mit relativ geringem Zusatzaufwand
an Beobachtungszeit innerhalb von ungefihr einem Jahr Lichtkurven erstellt
werden, die eine auch fiir die Berechnung von Autokorrelationsfunktionen aus-
reichende Beobachtungsdichte aufweisen. Daher kann sich mit der Entdeckung
weiterer radiolauter und variabler Linsensysteme ein weites Anwendungsgebiet
fiir das hier vorgestellte Verfahren zur Analyse des Mikrolinseneffektes mittels
Modellautokorrelationsfunktionen eréffnen.

Die 1995 von Myers et al. [24] entdeckte vierfach Radiogalaxie B1608+656
zeigt ebenso wie der Doppelquasar B1600+434 starke Variabilitdt auf einer
vergleichbaren Zeitskala. Wenn der Vergleich der empirischen Autokorrelati-
onsfunktionen von B1608+656 mit berechneten Modellfunktionen konsisten-

'%Patnaik und Kemball [28] bezweifeln die Annahme, es handele sich um iiberlichtschnelle
Transversalbewegung und favorisieren Streuverbreiterung als Ursache fiir die unterschiedliche
Variabilitdt der beiden Makrobilder.
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te Ergebnisse fiir Linsenparameter in allen vier Bildern liefert, wéire das ein
iiberzeugendes Indiz fiir den Mikrolinseneffekt als Ursache und es wiirde be-
deuten, dafl auch bei diesem Objekt ein Teil der empfangenen Strahlung von
einem Richtung Beobachter emittierten Radiojet stammen miifite. Zusétzliche
Informationen lassen sich gewinnen, wenn dieses Objekt (und auch andere) bei
verschiedenen Wellenléngen beobachtet wird, so dal auch der Einflul der Szin-
tilation auf die Lichtkurven abgeschétzt werden kann.

Die Untersuchungen am Einsteinkreuz QSO 223740305 zeigen, daf durch
den Vergleich der Autokorrelationsfunktionen aus Modellrechnungen und Mef}-
werten auch bei zu kurzen Lichtkurven mit zu geringer und unregelméfliger
Messungsdichte konsistente Ergebnisse fiir Quellgréfie und effektive Transversal-
geschwindigkeit erzielt werden kénnen. Bei einer Fortsetzung der Beobachtungs-
reihe durch die OGLE-Arbeitsgruppe sind innerhalb der néchsten zehn Jahre
deutliche Verbesserungen der Genauigkeit zu erwarten. Dann kann der Vergleich
der empirischen Autokorrelationsfunktionen mit Modellfunktionen unterschied-
licher Makromodelle auch herangezogen werden, um anhand der Qualitit der
Approximationen Aussagen iiber die Giiltigkeit der verschiedenern Makrolin-
senmodelle zu treffen.

Fiir weitere im optischen Bereich des Spektrums entdeckte Mehrfachquasa-
re existieren keine Lichtkurven von ausreichender Linge. Bei diesen Objekten
ist es erforderlich, iiber mehrere Jahrzehnte hinweg regelméflige photometrische
Messungen durchzufithren, um auch diese Linsensysteme fiir statistische Unter-
suchungen nutzen zu konnen. Die OGLE Mefireihe zeigt, dafl bei guten Sicht-
bedingungen ein 1.3 m Spiegelteleskop ausreichen kann, um zufriedenstellende
Ergebnisse zu erzielen. Die notwendige Beobachtungsdichte ist dabei abhingig
von der angestrebten Genauigkeit. Wahrend Helligkeitsinderungen von mehre-
ren zehntel Magnituden sich {iber Zeitrdume von mehreren Monaten oder gar
Jahren erstrecken konnen, laufen Fluktuationen von wenigen hundertstel Ma-
gnituden auf Zeitskalen von einigen Tagen oder Wochen ab. Allerdings ist es
auch bei Ereignissen hoher Verstirkung erstrebenswert Maxima und Minima
der Lichtkurve zu erfassen, so daf} tigliche Beobachtungen wiinschenswert sind.
Der Doppelquasar QSO 0957+961 wurde sogar iiber mehrere Tage hinweg rund
um die Uhr von zehn verschiedenen Observatorien beobachtet (Colley et al. 2001
[7]), um die Laufzeitdifferenz mit einer Unsicherheit von weniger als einer Stun-
de zu bestimmen und einen Nachweis fiir sehr schnelle Mikrolinsenvariabilitét
zu erhalten.

Da die Autokorrelationsfunktionen von dem Anteil Sterne und kompakter
Objekte an der Gesamtmassendichte in der Linsengalaxie abhéingen, konnen aus
dem vorgestellten wahrscheinlichkeitstheoretischen Ansatz auch Informationen
iiber die Massenverteilung in Galaxien abgeleitet werden. Nur in einem der hier
untersuchten Makrobilder (B1600+434B) ist fiir die erfolgreiche Approximati-
on die Einbeziehung einer signifikanten Kontinuumsmassendichte erforderlich.
Daf} bei diesem Bild der Lichtweg parallel zur Galaxienscheibe nahe am Kern
vorbei verlduft, wihrend B1600+434A durch den Halo hindurch und die vier
Bilder vom Einsteinkreuz aus einer Richtung senkrecht zur Galaxienscheibe
beobachtet werden, weist darauf hin, daf} ein grofler Teil der Materie in der Ga-
laxienebene aus Staub und Gas besteht und die Materie im Halo iiberwiegend in
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Sternen und kompakten Objekten konzentriert ist. Systematische Untersuchun-
gen an den verschiedenen Linsensystemen kénnen unter diesem Gesichtspunkt
auch dazu beitragen, Informationen iiber die Art eventuell vorhandener dunkler
Materie zu gewinnen. Um die Grofle der effektiven Massen und damit auch den
Einsteinradius ermitteln zu kénnen, werden zusétzliche Informationen benotigt;
mit der Analyse des Mikrolinseneffektes allein kann innerhalb einer Galaxie nur
das Verhéltnis der effektiven Massen in den einzelnen Bildern bestimmt werden.

Ein alternativer Ansatz besteht darin, statt der Autokorrelationsfunktionen
die Fouriertransformierte von Gleichung (1.3.53, 1.3.54) zu berechnen und die
Analyse des Mikrolinseneffektes in einer Spektraldarstellung durchzufiihren. Da
es sich gezeigt hat, dafl die empirischen Autokorrelationsfunktionen bei der ge-
gebenen Linge der Lichtkurven nicht mit ausreichender Genauigkeit bestimmt
werden konnen, ist es nicht moglich, fiir eine Fehlerrechnung Abschiatzungen fiir
die einzelnen Funktionswerte aus unterschiedlichen Abschnitten einer Lichtkur-
ve zu berechnen, um daraus dann einen Mittelwert und dessen wahrscheinlichen
Fehler zu ermitteln. Der Abstand der Modellfunktionen von einer Autokorre-
lationsfunktion aus Daten nach (3.2.6) beriicksichtigt nicht die Qualitidt der
empirischen Werte. Der Vorteil der direkten numerischen Berechnung der Au-
tokorrelationsfunktionen liegt darin, daf} sie sehr schnell durchzufiihren ist und
ein qualitatives Bild von der zeitlichen Entwicklung der gemessenen Helligkeit
und dem Einflufl des Mikrolinseneffektes auf eine Lichtkurve bietet. Geeigne-
ter fiir eine quantitative Untersuchung ist eine Berechnung des Spektrums des
Zufallsprozesses aus der gemessenen Lichtkurve durch ein stabiles statistisches
Verfahren, mit dem auch eine Fehlerabschédtzung moglich ist. Thomson [43]
(1982) beschreibt einen nichtparametrischen Ansatz, mit dem das Spektrum
durch eine Reihenentwicklung abgeschétzt wird. Dabei wird ausdriicklich fest-
gestellt, dafl dieses Verfahren fiir kleine Datenmengen geeignet ist, und nicht
auf einer Theorie basiert, welche vom Grenzfall einer unendlichen Datenmenge
ausgeht. Es bleibt zu kliren, inwiefern eine Separation von Mikrolinseneffekt
und intrinsischer Variabilitdt im Fourierraum erzielt werden kann, oder ob der
Vergleich mit Modellrechnungen weiterhin in der Zeitdarstellung durchgefiihrt
werden muf}, wie in der vorliegenden Arbeit dargestellt wird, und nur die Be-
rechnung der empirischen Autokorrelationsfunktionen durch ein stabiles Verfah-
ren ersetzt werden kann. Ein derartiger Ansatz eroffnet dann die Moglichkeit
auch aus kiirzeren Lichtkurven oder bei Linsensystemen mit geringer effektiver
Transversalgeschwindigkeit wie z.B. dem Doppelquasar QSO 09574961 stati-
stische Informationen zu gewinnen.
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