Fehlerrechnung fur Einsteiger

Eine beispielorientierte Einfihrung fur Studierendeder TUHH

1. Messungen und Ungenauigkeit

Viele physikalische GrofRen (z.B. eine Lange, Temjperoder eine Masse) kénnen durch
Messungen direkt bestimmt werden. Solche Messviratten die Eigenschaft, dal? sie um den
wahren Wert verteilt sind, man sagt, sie ,streu&téllen Sie sich zehnmal hintereinander auf
eine ,genaue“ Personenwaage und Sie bekommen zaiohiedene Ergebnisse — obwohl
Sie jedesmal ganz sicher die gleiche Masse mitenin®as liegt daran, dal3 jeder Mel3vor-
gang von Natur aus mit einer Ungenauigkeit behadtetlie gemeinhin als ,Fehler” bezeich-
net wird. Damit Sie und andere den MelRwert von 4&6S kg, den Sie an lhrer genauen
Waage ablesen, Uberhaupt interpretieren konneesisibtig, die besagte Ungenauigkeit mit
anzugeben.

In wissenschatftlichen Experimenten ist die Angatierer Ungenauigkeiten besonders wich-
tig, um einzuschatzen, in welchem Wertebereichnddmre Wert mit welcher Wahrscheinlich-
keit liegt, diesen Wert also ,einzugrenzen®. Ohimeesolche Eingrenzung ist die Angabe ei-
nes Wertes, wie etwa lhre 78,34655 kg, aussagesimmibs. Was also ist zu tun? Wir mus-
sen...

» ...das Experiment so entwerfen, dal3 der Fehlerioi&glklein wird. Im Praktikum ist
in dieser Hinsicht nicht sehr viel Handlungsspietna gegeben, weil die meisten
Versuche und deren Ablauf vorgegeben sind.

« ...die Ungenauigkeit des Ergebnisses bestimmen.

» ...rauskriegen, wie gro3 die Wahrscheinlichkeitiidast, daf’® bei einer Wiederholung
des Experiments das Ergebnis in diesem Fehlerlbeliegt.

Das typische Vorgehen ist, wie im Beispiel der Beemwaage, da? man die Messung ein und
derselben GrofRe mehrmals durchfiihrt, was zu eirefSrdihe fuhrt. Mehrere Mel3reihen kann

man auch zu einer einzigen, gro3en zusammenfasberdings muf® man dann unterschei-

den, ob alle Mel3reihen unter den gleichen Bedingnregattgefunden haben, oder ob diese
zwischendurch geéndert wurden (z.B. ein anderesgbtéR benutzt), denn dann andert sich
i.a. auch die Streuung der Mel3werte.

Bis einschliel3lich Kapitel 5 gehen wir von Melreihmter gleichen Bedingungen aus.

Wie gebe ich Fehler an? Der Fehler, besser: dieeblggkeit einer physikalischen GroRe
wird oft als Ax bezeichnet, was nicht mit einer Differenz verwethwerden darf. Eine be-
stimmte Sorte Fehler ist die Standardabweichynguf die wir spater noch eingehen werden.
Der Index gibt die physikalische Grof3e an, aufdilth dieser Fehler bezieht.

Fehlerwerte kbnnen absolut  m=(78,350,61) kg

*  absolut Ax), relativ:  m=78,35 kg +7,80°

* relativ (AX/x) oder prozentualm=78,35 kg +0,78 %

« prozentual £x/x-100%) Die Fehler sind hier nur Phantasiewerte,
angegeben werden. um die Notation deutlich zu machen.




Im Beispielkasten rechts sehen Sie, dal3 ich nlEhtNachkommastellen mitgenommen habe,
die Ihre Waage angezeigt hat, denn wenn der Fanhe0,61 kg betragt, macht es natirlich
keinen Sinn, noch mehr Nachkommastellenrfiilanzugeben — diese sind ja viel kleiner als
die Ungenauigkeit. Wichtig ist also: Mehr Stellenter dem Komma machen den Zahlenwert
nicht genauer! Das gilt fir Personenwaagen ebensdiw Elementarteilchen-Detektoren in
WohnblockgroRRe.

Die Fehlerrechnung liefert das Handwerkszeug, ushdain MelRwerten einer physikalischen
GrolRe den Fehler dieser Grol3e zu bestimmen. Awetbbeim Fehlerwert spuckt der Rechner
wieder viele Nachkommastellen aus, aber wievieledaollte man eigentlich angeben? Wie
genau kann ein Fehler sein? Hierfur gibt es zwarekbarte Vorschrift, aber die mehr oder
weniger verbreitete Konvention, daf} zwei signifileaBtellen angegeben werden. Dabei darf
auch gerundet werden. Hier also nochmal das Bémpsammengefalit:

Das wurde am Mel3gerat (Waage) abgelesen: m=78,34655 kg
Dieser Fehler wurde berechnet: AmM=0,612549 kg
So wird der Wert mit dem (absoluten) Fehler angegeb m=(78,35+0,61) kg
Am ist nicht wirklich berechnet worden, der Wert wgeder nur aus der Luft
gegriffen, um das Prinzip deutlich zu machen.

2. Fehler ist Fehler — oder nicht?

Klare Antwort: N6! Denn die Ungenauigkeiten, die bmer Messung auftreten, kdnnen ver-
schiedene prinzipielle Ursachen haben. Jeder Fehes MelRwerts oder auch einer daraus
berechneten Grof3e féllt in eine der folgenden lmeiktegorien:

2.1 Statistische Fehler

Diese Fehler beeinflussen das Mel3ergebnis aufAginand Weise, die nicht vorhersehbar

und nicht kontrollierbar ist. Man sagt deshalb adafallsfehler. Was kénnen Ursachen sein?

* Unzuléanglichkeiten der menschlichen Sinnesorgahea(elas begrenzte Auflésungsver-
mdogen des Auges, wenn es um die Frage geht, ob lmeefeine Linien Ubereinander
oder leicht nebeneinander liegen),

» Ungeschicklichkeit beim Messen und Ablesen (etwalReefehler),

» Statistisch wirkende aul3ere Einflisse (etwa Ersehiiigen).

Statistische Fehler lassen sich mathematisch mitVderkzeugen der Statistik behandeln. Be-
achten Sie, dafl3 diese Fehler beiderlei Vorzeiclabein (deshalb das ,+“ im Kasten oben).
Bei mehrfachen Messungen — sie stellen sich 10amfitlie Waage — streuen die einzelnen
Mel3ergebnisse um einen Mittelwert. Dieser Mittelvglri.a.nichtder tatséchliche Wert, den
Sie gerne wissen wollen. Je langer aber eine Meisi, umso weiter nahert sich der Mittel-
wert dem tatsachlichen Wert an. Fur Forscher ua#ittRanten bedeutet das: Mel3reihen soll-
ten moglichst lang sein. Sie vertrauen ja auchémiMedikament, das nur an finf Leuten ge-
testet wurde.

Man kann es gar nicht oft genug betonen: Eine Himezesung sagt im Prinzip Uberhaupt
nichts aus. Erst wenn man die Genauigkeit des Mé&wens durch viele Wiederholungen
ermittelt hat, kann man wissen, wie die Ergebné=seEinzelmessungen um eiNéherung
fur den wahren Wert schwanken. Diese Naherung nadi¥lich sinnvoll und geeignet sein
und aus den Einzelmessungen berechnet werden.
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2.2 Systematische Fehler

Die systematischen Fehler zeichnen sich dadurchdalssie sich auf alle Einzelmessungen
in der gleichen Weise auswirken. Sie sind repraghbar, d.h. bei wiederholten Messungen
unter gleichen Bedingungen treten sie in gleicheif3 und mit gleichem Vorzeichen auf.

Dies ist ganz angenehm, weil dann das Mel3ergelmsprechend korrigiert werden kann

(und muf3). Beachten Sie, dalR das bei den stakistigeéehlern nicht geht!

Was fuhrt zu einem systematischen Fehler in dershteg? Hier spielen beispielsweise Eich-
fehler von MeRRgeraten eine Rolle (z.B. wenn dies®®enwaage nicht Null anzeigt, wenn

niemand darauf steht), oder Einflisse, die im Fkakt weitestgehend vernachlassigbar sind,
etwa Temperaturen und Driicke, die sich im VerlanéeMel3reihe andern, oder auch elek-
trische und magnetische Streufelder, wie sie d8tabmleitungen entstehen.

In einer Fehlerrechnung werden grundséatzlich narstiatistischen, abaicht die systemati-
sche Fehler behandelt.

3. Haufigkeitsverteilung von Mel3ergebnissen

Da habe ich nun geschwitzt und geflucht, um megeknis auszurechnen: (32+2) cm kommt
raus. So weit, so gut. Nur leider ist der Referesrt\aus der Literatur mit 35 cm angegeben.
Da habe ich also doch irgendwie nicht gut genuglgtet, es ist doch zu dumm!

Dies ist die Reaktion vieler Praktikanten, wennibreErgebnis mit einem Literaturwert ver-
gleichen. Klaren wir also nun, was es eigentlicduget, wenn ,+2 cm“ da steht. Heil3t das,
kein gemessener Wert ist groR3er gewesen als 34ndnkeiner kleiner als 30 cm? Schon mal
vorweg: Das heil3t es nicht. Jetzt kommt ein Expenin

Gemessen wird eine physikalische Grol3e, die iclEddgachheit halbex nenne. Das kann al-
so eine Temperatur, Zeit, Lange, oder was immestssgin. Wie immer wird die Messung
mehrmals unter immer den gleichen Bedingungen dftimrt, und zwar genad-mal. Das
MelRergebnis darten Messung heif34. Nun kann es passieren, dal3 man bei einer oder meh
reren anderen Messungen nochmal dasselbe MeResdmkammt. Die Zah\; gibt dann an,
bei wievielen deN Messungen ich das Mel3ergebridbekommen habe. Jetzt kommt noch
ein kleiner Schritt: Teilt mai; durch die Gesamtzahl der Messungeénpbekommt man die
relative Haufigkeiin(x) des Mel3werts;. Nochmal als Formel:

Anzahl der Messungen mit Ergebn{s
Gesamtzahl aller Messungen

n(x) = = ®

Erinnern wir uns, daf die gemessenen Werte keifa@lZzahlen sind, sondern irgendwie um
einen Mittelwert streuen. Tragen wir die relativaufigkeit fir einen Mel3wert, gegen die
moglichen Mel3werta auf, dann kommen wir diesem ,irgendwie” ein gustdck naher. Es
zeigt sich namlich, dal3 die entstehende Kurve sighgroferemN immer besser der sog.
Gaulverteilung (oder Normalverteilung) annahertnMagt, die Mel3werte sind gaulRverteilt
bzw. normalverteilt. Hier die Formel fur die GauBkeat
_(ex)?
1 (B 20° (2)
o{/2m

n(x) =

Wichtig: Die Gaulverteilung ergibt sich nur fii— oo. Die Verteilung Ihrer MeRwerte wird
natdrlich ganz anders aussehen, wenn Sie nur sahigg&vMessungen machen.
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Und hier ist die grafische Darstellung der Gaul®iknmg:

)r n(x)

Welche Eigenschaften hat nun diese Verteilung?

* n(x) ist die Verteilung eine¥ahrscheinlichkeitsdichte(x)dx ist die Wahrscheinlichkeit
daflr, daf3 bei einer Messung der Mel3wert im Intefxax+dx] liegt.

» Xist der am haufigsten vorkommende Mel3wert. ¥ip « ist er identisch mit dem wah-
ren Wert vorx.

* In der Grafik sehen Sie, dalR die Kurve zwei Wendg&mi hat, die sich bek-o und
X + 0 befindens gibt also den Abstand der Wendepunkte woan.

Dan(x) eine Wahrscheinlichkeitsdichte ist, gibt die FHéanter der Kurve eine Wahrschein-
lichkeit an. Demzufolge ist

00

I n(x)dx=1, 3)

—00

denn die Wahrscheinlichkeit, irgendeinen Wert ztvst <o und 4o zu messen muf3 nattrlich

1 sein (Normierungsbedingung).

Die beiden im Zusammenhang mit der Gaul3verteilfi@rten GroRerx undc haben —

Sie ahnen es — praktische Bedeutung fur die Auswgrthrer Messungen:

* X heil3tMittelwert der Verteilung. Er ist das am haufigsten vorkomdeeNeliergebnis
und fur uns deshalb interessant, weil er fur lavig&reihen Il — o) eine gute Naherung
an den wahren Wert einer physikalischen Grof3e eltirst

* ¢ heil3tStandardabweichungder Verteilung. Sie ist ein Mal} fur die Streuurg dinzel-
nen MelRergebnisse um den Mittelwert. Ein gro3ert\Wiuan o bedeutet, dal’ die Gaul3ver-
teilung sehr breit aussieht und bei einem kleinesrtWono eher eine schmale Nadel ist.
Im ersten Fall streuen die MelRergebnisse sehr starkk, im zweiten Fall liegen sie
meistens in der Nahe des Mittelwertes. Somit ist $fiandardabweichung geeignet, um
die Genauigkeit eines MelRRverfahrens anzugeben.

Wenn, wie im Praktikum, verschiedene physikalisGné3en benutzt werden schreibt nean
fur die Standardabweichung, die sich auf die GrdBezieht. Aber was genau gibtdenn
nun quantitativ an? Ganz einfach:

[ X -0, X+ 0] ist dasjenige Intervall unx, in dem 68,3% aller MeRRwerte liegen, denn die

Wahrscheinlichkeit, dal3 das MelRergebnis in diesgendall liegt, betragt
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XJto n(x)dx=0,683. (4)

Entsprechend gilt:

95,4% der Mel3ergebnisse liegen ¥{ 20, X +20] und
99,7% der Mel3ergebnisse liegen {30, X +30].

Dies macht deutlich, da3 macht sagen darf, dal? alle MelRergebnisse innerhalb ¢leF- 3
oder 5-fachen Standardabweichung liegen. Es gilpe@dem noch so grof3en Intervall uxn
eine Wahrscheinlichkeit gro3er als Null, dal3 dexhste MelR3wert aul3erhalb dieses Intervalls
liegt.

Um zum Anfang dieses Kapitels zuriickzukommen: Diegraturwert ist niemals der wahre
Wert, sondern ein Mittelwert, der genau wie im Bikakn aus experimentellen Daten gewon-
nen wurde (aufRer wenn es ein theoretisch hergelei®ert ist, der dann ausdricklich als
Theoriewert gekennzeichnet sein sollte). Nebenkeidykt sind Literaturangaben auch nur
dann wirklich brauchbar, wenn deren Fehler angegeterden. Nun, wenn Sie (32+2) cm
bekommen und der Literaturwert mit 35 cm angegesiethaufig fehlen in den Bichern die
Fehlerangaben dazu), dirfen Sie behaupten, daldiee innerhalb der zweifachen Stan-
dardabweichung tbereinstimmen

Der nachste Schritt besteht nun darin zu klarea,man Mittelwerte und Standardabweichun-
gen ausrechnet, wenn man eine Mel3reihe hat. Varitieach aber noch eine Sache klarstel-
len, in der man sich leicht verheddert, wenn manesersten Fehlerrechnungen macht: Es
geht in der Fehlerrechnung darum Ungenauigkeitebeaiimmen von Werten, die bei der
Messung direkt abgelesen werden, oder von Wertemidnt gemessen, sondern durch Ein-
setzen der MeRwerte in irgendeine Formel bereciweetien. Dernput, den wir dazu zur
Verfigung haben, sind die MeRRwerte selbst, sowhersvorhandene Fehlerangaben tber die
Genauigkeit von MelRgeraten. Solche Fehler, als&Jdgenauigkeit von MelRgeraten, heraus-
zubekommen, ist nicht Ziel der Fehlerrechnung. Kawird vom Hersteller die Genauigkeit
angegeben, wenn nicht mul3 die Genauigkeit von lgeenhatztverden.

Hier eine Skizze der Skala eines Quecksilbertheraters:

Was zeigt das Thermometer an? Zunéchst einmal
°C 32,8 °C und dann noch ein bif3chen.... Egal, was
wir ablesen, es wird auf jeden Fall ungenau, weil
man an dieser Skala gar nicht exakt ablesen kann.

32 In diesem Beispiel kbnnte man sich héchstens trau-
en zu sagen, ob das Quecksilber eher auf einem
Strich oder eher in der Mitte dazwischen ist (das
324 zweite!). Wir lesen also ab: Temperaiw32,9 °C.

Die Ablese-Ungenauigkeit betragf =0,1 °C, das
ist der Abstand zwischen ,Strich und ,genau zw
schen zwei Strichen®. Genauer geht es nicht. Be-
achten Sie, dal} dieser Fehler geschatzt und nicht
berechnet wurde!




4. Mittelwert und Standardabweichung

Weiter oben haben wir schon ein ganz zentraleshiBigeder Fehlerrechnung gesehen: Der
wahre Wert einer gemessenen Grol3e, nennen wx; siggibt sich als arithmetischer Mittel-
wert im Grenzfall einer unendlich groRen Zadhvon Messungen, d.h. einer unendlich langen
Melreihe. Mathematisch laf3t sich das so ausdricken:

N
Xuare = M=% 5)

X; ist hier das Mel3ergebnis deten Messung der Grolke

Man kann verstandlicherweise keine unendlich lanbef8reihen aufnehmen, sondern mit
sinnvollem Zeitaufwand nur eine endliche Zahton Messungen durchfiihren. In der Statis-
tik sagt man dazu, dafl3 man eine Stichprobe macht.

Was interessiert uns denn tiberhaupt? Wir wollen...
1. ...eine moglichst gute Schatzuxgtr den wahren Wert bekommen,
2. ...die Standardabweichunrg, die angibt, wie die einzelnen MelRwerte um diesen
Mittelwert streuen (siehe vorheriger Absitf) und
3. ...die Ungenauigkeit, des Mittelwertes, die uns sagt, wie alle Mitteligerdie

maoglich sind um den wahren Wert streuen.

Fangen wir also mit Punkt 1 an: Als beste SchatAiinglen wahren Wert erhalt man den
arithmetischen Mittelwert aus allen Mel3ergebnissen:

- +X +...+
Z)gle % XN (6)

i T (°C) Links ist eine Mel3reihe, die bei der Messung der
— Korpertemperatull mit einem Fieberthermometer
1| 386 entstanden ist (ich war krank und mir war
2 | 38,8 langweilig).

3 38,9 Der wahre Wert vol kann wegen der endlichen
4 | 38,9 Lange N der Stichprobe nicht berechnet werden.
5 | 39,1 Als Mittelwert ergibt sich aber:

6 | 38,8

sl T =%Eﬂ38,6°C+...+38,4°C):38,775°C.

Nun zu Punkt 2: Eine GroR3e, die angibt, wie diegbrgsse der einzelnen Messungen um den
Mittelwert X streuen ist die Standardabweichuig Sie gibt den Mittelwertles Quadrates
der Entfernung eines Mel3ergebnisses vom Mittelwern. Das mit den Quadraten macht



man deshalb so, weil die Summe der einzelnen Abstéan Mel3ergebnissen zum Mittelwert
Null ergeben wirde (weil die MeRwerte ja Uber unteudem Mittelwert verteilt liegen).
Die mathematische Formel ist etwas sperrig und selaus:

- L[E(xl-x)2+(xz-—x)2+...+(>&-—x)z] ()

Dies ist die Standardabweichumter Einzelmessungom Mittelwert Sie wird auch als
Stichprobenfehler bezeichnet.

Als Beispiel bleiben wir bei der Temperatur-MeRReedus dem Kasten oben:

Als Mittelwert hatten wirT =38,775 °C bestimmt, berechnet alé=8
Messungen.

Die Summe aus der rechten Spalte ergipt
T(CO)|(T —‘T)Z °C?) Oé313 OCé I(I__assen Sigsicg von dehr Einheil

.Grad Celsius zum Quadrat” nicht irritie-
ggg 8888232 ren!). Dies wird je_tzt durcHN-1:_7 geteilt,
389 0.015625 was 0,045 °e ergibt. Daraus die Wurzel,
38,9 0’015625 und wir haben d|_e mittlere quadratlsc_h
39’1 0’105625 Abwelchung der Einzelmessung vom Mit
38:8 0:000625 telwert T (d.h. die Standardabweichung d¢

38,7 0,005625 Einzelmessung):
38,4 0,140625

112

=

o; =0,21°C (auf zwei signifikante
Stellen genau angegeben

Der mit (6) berechnete Mittelwert ist eine Schatdiir den wahren Wert der Gro8eNeh-
me ich nun verschiedene Mel3reihen auf, so werdesedia. etwas verschiedene Mittelwerte
liefern. Das bedeutet, dal3 der Mittelwert selbdteimiem Fehler behaftet ist. Alle Mittelwer-
te, die theoretisch mdglich sind, sind um den wahhéert x,anr Verteilt. Wir berechnen also
jetzt die Standardabweichungs Mittelwertewom wahren Wertwomit wir bei Punkt 3 wa-
ren. Der wahre Wert selbst bleibt wie immer im \@denen, doch erstaunlicherweise kon-
nen wir diese Standardabweichung trotzdem wie faligrechnen:

o= g B

i=1

:\/m[@(&-x)u()&-—x)%.ﬁ(&——xﬂ ®)

:imx

JN




Beachten Sie den kleinen Unterschied zur Standeweiabungder Einzelmessuhder bein-
haltet die Tatsache, dal’ die mittlere quadratigdhgeichung des Mittelwertes vom wahren

Wert sich mit zunehmender Stichprobenlamgeim den Faktorﬁ verkleinert. Hier sieht
man sozusagen mathematisch, warum eine Mef3reihkchiidang sein sollte.

Teilen wir o; =0,21°C aus dem vorherigen Kasten durgh

V8, so kennen wir die Standardabweichuaieg Mittelwertes
0. =0,074°C

Wenn man einen Mittelwert, der ja eine Abschatzwes
wahren Wertes ist, bestimmt, ist man i.a. an semgtieren
quadratischen Abweichung vom wahren Wert interessiad
weniger an der Standardabweichuder EinzelmessungAls
Ergebnis der ganzen Aktion ist es hier also sinnwzo
schreiben (beachten Sie, dal} Zahlenwert und Felgaba mit
gleich vielen Nachkommastellen notiert werden):

T =(38,775+0,074) °C.

Soviel zu meiner Kérpertemperatur. Hieraus eineinmgdche
Diagnose zu erstellen Uberlasse ich nun lhnen.

In der Statistik findet man im Zusammenhang mitl€&emngaben haufig noch einen weiteren
Begriff, die Varianz Varf) einer MeRgrosse Sie ist definiert als?, also als das Quadrat der
Standardabweichung.

5. Fehlerfortpflanzung

Im Praktikum werden Sie oft feststellen, dal3 Sidamaee verschiedene physikalische Grof3en
messen mussen, um daraus diejenige Grol3e, diatSredsiert, zu berechnen. Sie tun dies,
weil die gesuchte Grof3e, nennen wir ziaicht fur eine direkte Messung zugéanglich iste Di
gemessenen GrolRen nenne ich im folgender,,..., Xn. Beachten Sie den Unterschied zu
den vorherigen Kapiteln: Dort stand der Index fig Nummer der Messung, und es wurde
immer dieselbe GroRe gemessen. Hier steht der Ifidlesine ganz neue Grole, z.B. kdnnte
X; eine Temperatur seirx; eine elektrische Spannung, usw. Dal} raaeus den anderen
Grol3en berechnen kann bedeutet, daf3 mas Funktion vorxg,..., Xn schreiben kannz =
f(x1, ..., Xm). Hier geht es nun darum, wie man den Fehler zberechnet, wenn die Fehler
von X, ..., Xm bekannt sind. Diese Fehler sind haufig Angabenkterstellerfirmen von Mel3-
geraten Uber deren Ungenauigkeit.



5.1 Fehlerfortpflanzungsgesetz

Um die Fehlerrechnung im engeren Sinn anwendendémmdn missen zwei Bedingungen
erfullt sein:

1) Die Mel3ergebnisse der Messgro&gn.., X, missen normalverteilt sein.
2) Die einzelnen Mel3gréRRen ...,xm mussen statistisch voneinander unabhangig sein.

Die zweite Bedingung bedeutet, dal3 es zu keinemgkif&x; einen analytischen Zusammen-
hang mit einer anderen Mel3groRgeben darf. Gabe es ihn, konnte man namichittelsx;

in der Formx; = f(x) ausdriicken, so daf3 man eine Mel3groRe zuvielrilRdehnung hatte.
Die Forderung ist also, dal3 die kleinstmdgliche &rnzon MelRgrofien verwendet wird. Fol-
gendes Beispiel soll dies verdeutlichen:

Ein Praktikumsteilnehmer will die Flache einer Kreisscheibe
berechnen und mift hierzu den Radiusnd sicherheitshalber
auch den Durchmessdr Aus den MelRreihen berechnet er di€

Mittelwerte ¥ und d . Da er beide MeRgroéRRen weiter auswerten
will teilt er die FIAcheA in zwei Halften:
1, 1. (dY
= + == + 77 —

A=A+A 2Trr ZH(ZJ
Diese Formel ist zweifellos richtig. Es spricht it dagegen,
die FlacheA so zu berechnen. Die beiden Mel3gréRemd d
sind allerdings nicht unabhéngig voneinander, dewrschen
ihnen besteht der Zusammenhaiw-r. Damit ist die Bedin-
gung 2) nicht erfullt, und man kann das Fehlerfitmtzungsge-
setz hier nicht anwenden, um den Fehler ¥onu berechnen.
Benutzt man aber die Gleichun§y= 17> sind beide Bedingun-
gen erfullt, und man arbeitet mit der kleinstmdigéin Anzahl
von Mel3gréf3en.

Wir setzen noch voraus, daf3 aus den Mel3reihen itielWerte der verschiedenen MelRgros-
sen bekannt sindx,, %,,..., %, , ebenso die Standardabweichungen der Mittelweyte.., o, .

Die beste Schatzung fur den Mittelwert voist dann

Z=f(%.... %), (9)

was unmittelbar plausibel ist. Die optimale Schéatgtiir den Fehler voiz ist die Standard-
abweichungo, . Sie berechnet sich nach dem Fehlerfortpflanzuesgg, das im Praktikum

eine sehr grol3e Rolle spielt:



of ? 2 of ’ 2
i

Hierbei bedeuted/dx; die partielle Ableitung nack (Sie wird genauso gebildet, wie die nor-
male Ableitung), und der Querstrich zeigt an, daBan in Klammern stehenden Ausdriicken
die Mittelwerte der MeRgroéf3en eingesetzt werdelesoBeispiel gefallig?

Die Dichtep soll fir einen Wiirfel berechnet werden. Hierzu
wird die Kantenlange und die Massen gemessen. Die For-
mel fur die Dichte ist

m

P=—7-
Um die Dichte auszurechnen werden die Mittelweda m
unda benutzt:

Q

|3

P==
a
Die Fehlero,, und o, der Mittelwerte werden nach Gl. (8)
berechnet. Gehen wir davon aus, daf sie schon tuegiaal.
Der Fehler der Dichte berechnet sich nach dem Hehie
pflanzungsgesetz Gl. (10):

w

2

a a

2
- [ L 2
Um den Fehler des Dichtdittelwerteszu bekommen wer-
den die Mittelwerte der Mel3gréf3en, sowie deren d&tat
abweichungen eingesetzt:
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5.2 Maximaler Fehler

Es kann unter Umstadnden vorkommen, dal3 eine desugeetzungen (oder beide) fur das
Fehlerfortpflanzungsgesetz nicht erfillt sind. Welais der Fall ist kann GI. (10) nicht benutzt
werden, um den Fehler der physikalischen GrdBezugeben. Das heil3t aber nicht, daf3 Sie
Uberhaupt keinen Fehler angeben kdonnen (Sie kommoéih drum herum), sondern hier ist
die Angabe des Maximalfehletg sinnvoll. Er schreibt sich mathematisch so:

of
Az= LA
i ;GXJ s
of L |.0f L|9f
=l—I[A — A —[A 11

Die Betragstriche stehen da, weil die partielleeMoing vonf negativ sein kann, die Beitrage
aus den einzelnen Groéf3en sich aber positiv addiatessen.

Far diejenigen Mel3groReq, deren Mittelwerte und Standardabweichungen ausr éviel3-
reihe bekannt sind, wird als Fehler

AX. =0,
J
also die Standardabweichung des Mittelwertes eatges-ur alle anderen Mel3gréfden muf3
ein realistischer Schatzwert fir den Fehler vereeneerden (Ein Beispiel zu diesen Schatz-

werten finden Sie auf Seite 5.).
Als kleines Exempel bleiben wir bei der Dichte-Bdmeung von der vorigen Seite:

Der einzige Unterschied zur Rechnung im vorherigerspiel-Kasten soll
sein, dal die Fehler der Masseind der Kantenlangenicht aus Mel3reihen
bestimmt wurden (Standardabweichungen), sonderat8ehrteAm und Aa

sind. Auch damit kénnte man das Fehlerfortpflanagegetz benutzen, be
kdme dann aber nicht die StandardabweichungZ/psondern nur eine Ab-
schatzung des FehleAsz . Hier interessiert uns jedoch ausdriicklich der ma-
ximale Fehler der Dichte, der mit Gl. (11) berechnet wird:

ap%
fg o

:EEﬂamm+3mma)

Ap = |6_,0 [Am +

Die Betragsstriche konnten im letzten Schritt ebenge das Minuszeichen
weggelassen werden, weil, a und ihre Fehlenm und Aa gréRer als Null
sind. Der Maximalfehler des Dichtdittelwertesergibt sich durch Einsetzen
der Mittelwerte fum unda:

AD :a—ﬁmammwmma)

11



6. Lineare Regression

Haufig hangen zwei physikalische Gré3enndy linear voneinander ab, so dal sie Uber eine
Geradengleichung

y=ax+tb 12)

miteinander verknUpft sinch ist die Steigungb dery-Achsenabschnitt, und beide sind kon-
stant.

Ein Experiment lauft haufig so ab, dal3 man die @rdRacheinander aufl verschiedene
Wertex; einstellt und die Wertg an einem MeRRgerat abliest, wobei jeder Wenit einem
Zufallsfehler behaftet ist. Was den Experimentatoeressiert sind die Paramet@mund b
(haufig Material- oder Naturkonstanten), und wiennan diese kommt, darum geht es in
diesem Abschnitt.

NachN Messungen mit verschiedengrhaben wir eine Mel3reihe. Haufig findet man Prakti-
kanten in lebhafte Diskussionen verstrickt, ob Mie3werte, die in dieser Mel3reihe stehen,
denn nun einen linearen Zusammenhang zeigen odet. Miel Zeit und Nerven kann man
sich hier sparen, wenn man sich an ein bewahrtesrHiiel erinnert: Hinzeichnen! Stehen
die Datenpunktex(, y;) in einem Diagramm, so ist wesentlich besser kararen, auf was fir
einer Kurve diese Punkte liegen, und hier sindamirentscheidenden Punkt: Selbst wenn sich
theoretisch ein linearer Zusammenhang der Gré3end y herleiten laf3t, finden wir doch,
dai3 die Mel3punkte( y;) nicht so ganz auf einer Geraden liegen. Das hagirlich am Feh-
ler der Wertey;. Auch die MeBwert@ haben in der Realitat natrlich Fehler, wir nehrhiem
aber ausdricklich an, dal3 diese Fehler vernacplimssind. Man kann bei der linearen Re-
gression den Fehler voq grundsatzlich auch mit beriicksichtigen, dann erlsih aber der
Rechenaufwand dramatisch und ist dem Praktikunt migir angemessen.

A

y

E Typische Lage von Datenpunkten,
wenn die Theorie einen linearen Zu-
¢ sammenhang zwischenundy liefert.
Nur die Fehler dey-Koordinaten sind
bertcksichtigt (Fehlerbalken).

v

Die Aufgabe ist jetzt, eine Gerade zu finden, dadppp gesagt, gut zu den Mel3punkten palit,
und deren Parametarundb sind.

In der einfachsten Variante kann man diese Geratdernngsweise auf zeichnerischen Wege
finden, indem man mit einem Lineal eine Geradensdas Diagramm einzeichnet, daf3 nach
dem Augenschein eine ,ausgleichende” Gerade emntddalbei wird weniger didnzahlder
Punkte Uber und unter der Geraden, sondern vieldeienAbstandzur Geraden berticksich-
tigt. Diese Art, eine Ausgleichsgerade zu findest,sicher vielen von Ihnen aus der Schule
bekannt. Aber Achtung: Die verbreitete Version, dad nur den ersten und den letzten Da-
tenpunkt zu einer Geraden verbinden misse, istHaSie mul3 auch falsch sein, denn um
eine Ausgleichsgerade zu finden missen naturlitdh \AMlertepaare beriicksichtigt werden
(Leider gibt es anscheinend Lehrer, die von descfedn Methode so Uberzeugt sind, dal3 sie
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sie sogar unterrichten). Im nachsten Schritt isdla® leichtp an dery-Achse abzulesen und
mittels eines eingezeichneten SteigungsdreieckStaigunga zu bestimmen.

So weit, so gut. Es gibt natirlich auch eine matitesohe, quantitative Methode, um die ge-
suchte Geradengleichung zu finden. Das VerfahréBt lieeare Regression und basiert auf
der Forderung, daf} die Summe aus den Abst@udslratender Mel3punkte zu der Geraden
minimal wird (damit sind die Abstdnde deKoordinaten gemeint):

Z[y, (ax+ )] = - minimal (13)

Daran sehen Sie, dafl3 es sich im Prinzip um eineeBxtertaufgabe handelt. Sie fragen sich
bestimmt, warum die Summe der Quadrate und niéhSdimme der einfachen Abstande ge-
nommen wird. Die Antwort liegt in den Tiefen der thi@matischen Statistik: Der Satz von

Gaul3-Markov besagt, dal3 man das bestangepalite IMddel Geradengleichung, erhélt,

wenn die Methode der kleinsten Quadrate benutzt. wir

VA

> X

Methode der kleinsten Quadrate: Die Abstandsquadsetd hier als graue
Flachen gezeichnet. Die Regressionsgerade istnitiejeGerade, fur die die
Summe der grauen Flachen am kleinsten ist. DieeAstlken der Daten-
punkte sind fur die bessere Ubersichtlichkeit wéaggen worden.

Nach einer langeren Rechnung, die ich hier nichaiiert auffihren will, ergeben sich als
Losung der Extremwertaufgabe Gl. (13) folgended8shatzwerta’ und b’ der Parametea
undb:

T Sxy, ’ -
a:Sf’ b'=y-dlX (14)
mit folgenden Definitionen
B 13
X = ﬁ;x, y—N;y.
S, = (=N y-Y s S (- (15)
YN 1= g N -173



Wir sind hier in der verriickten Situation, daf? Mittelwerte fiirx undy ausrechnen mussen,
obwohl diex-Werte absichtlich wahrend der Versuchsreihe vesénderden, sich also die
Grosserx undy laufend andern.

Ich gebe Ihnen an dieser Stelle die herzliche Bitittauf den Weg, in Ihren Versuchsauswer-
tungen auch immer alle Zwischenwerte (15) aufzwebkn, wenn Ihnen eine lineare Regres-
sion begegnet — es erleichtert die Nachvollziehdiaitknd die Fehlersuche erheblich.

Haben wir jetzt alles? Nicht ganz! Die Schatzw€(té) fir die Parametea und b reichen
zwar schon aus, um die Geradengleichung der Regmegeraden hinzuschreiben, allerdings
sind diese — wie sollte es anders sein — fehlefeth&/nd wenn wir auf dem Wege der linea-
ren Regression z.B. eine physikalische Konstantérbenen wollen, ist deren Fehlerwert von
allergrof3tem Interesse.

Aus Gl. (11) und Anwendung der Fehlerfortpflanzdg Einzelheiten Gberspringen wir hier
wieder, weil man wirklich nichts Neues draus letiridet man als beste Schéatzung fur den
Fehler vory

g, = \/N ZZ[V. aD+b)] . 16]

Dies ist die Standardabweichung &#nzelmessungdzin Blick zurtick zu Gl. (7) in Kapitel 4
sagt Ihnen, daf3 dort die Standardabweichung derelBressung etwas anders definiert wor-
den ist, indem dort namlich dur®1 geteilt wurde. Machen Sie sich aber klar, daf? die
Abweichung der Einzelmessurgm Mittelwertbehandelt wurde, wahrend es hier um die Ab-
weichung der Einzelmessungn der Regressionsgeradgaht. Im ersten Fall haben wir nur
einen Parametet variiert, im zweiten Fall jonglieren wir mit zw@arameterm undb. Dies
erklart den kleinen Unterschied. Beachten Sie adaRl Gl. (16) nicht etwa dgrFehler an-
gibt, der als Fehlerbalken ins Diagramm eingezesthrd!

Als beste Abschatzungen der Feldgrundoy der Schatzwerta’ und b’ ergeben sich nun

N

YDJNDZf—(Zx)z

co Ol 1 (17)

y ZXZ_NERZ

o,=0

fur den Fehler der Geradensteigung und

oy =0, \/ X
N X (2 %)

%/‘% w0
NZ( %)’
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fur den Fehler deg-Achsenabschnitts. Alle Summen laufen veh bisN.

Liegt eine Ursprungsgerade der Forgn=alx vor, gelten folgenden Formeln fur die
Berechung der Steigung

> x 0y

a= (19)

und den Fehler der Steigung.

, wobei d; =y, —al¥ ist. (20)

Vor diesen ganzen Formeln sollten Sie keinen gré®spekt haben, es ist viel einfacher, als
es aussieht. Da Sie im Praktikum recht oft mitloleyaren Regression konfrontiert werden ist
an dieser Stelle wieder ein Beispiel angebrachliddaie sich schon einmal gefragt, wie dick
ein Blatt Papier in Ihrem Lehrbuch ist? Vermutlimbht (Warum sollten Sie auch?), dennoch
haben wir hier ein gutes Beispiel fur etwas, das maht besonders gut direkt messen, wohl
aber mittels linearer Regression bestimmen kann.

--------------------------------------------------- Beispiel

Ein Buch ist ein bisschen wie Quantenphysik: Diekigi des Buches ist
quantisiert, und ein ,Buchquant* ist die Dicke ariéattes. Mit einem Mess-
schieber wird die Dicke gemessen, nicht eines &iereBlattes, auch nicht
des ganzen Buches, sondern von 10, 20, 30, usweBl&inschliel3lich des
hinteren Buchdeckels (warum ich den mithehme wodhndeutlich werden).
Hier die Messreihe, bei derdie Anzahl der Blatter ist:

Anzahl| Dicke Zuerst werden die Zwischenergebnisse ausgerechnet:
m dmm) Mit Formel (6) bekommen wir die Mittelwerte von
mundd:
10 3,2 mM=55 undd =7,38 mm.
20 4,2 ) _
30 5.1 Als nachstes bekommen wir nach Gl. (15)
40 >,8 Sn=86,4444 mm und
50 6.8 $v2=916,6666.
60 7,7
70 8,8 Die optimalen Abschatzungen der Paramatendb
80 9,7 ergeben sich schlie3lich nach GI.(14) zu
90 10,8
100 11'7 a’=0,0943 mm und

b'=2,1935 mm



Dies reicht schon aus, um eine Grafik mit der Regjomsgeraden zu zeich-
nen:

14} -

Dicke d (mm)

0 | L | s | s 1 s |

L 1 I
0 20 40 60 80 100 120
Anzahl m der Blatter

Die Grafik wurde mit dem Programm Origin ersteProgramme wie Excel
oder Origin kénnen die gesamte lineare Regressthstsdurchfiihren und lie-
fern nicht nur das Diagramm, sondern aaglb’ und deren Fehler.
Die Geradengleichung, die wir bekommen, lautet nun

d=0,0943 mm m+ 2,1935 mm.

Jetzt fehlen noch die Fehlerangaben. Hierzu eitel@amit Zwischenwerten:

m? | n-m)]_(@-(@-m+b))? (mn)
100 2025 0,00405
400 1225 0,01457 Nur die Werte in der
90 625 0,00604
rechten Spalte haben
160 225 0,02732 Einheiten, denm ist ja
250 25 0,01172 nur eine Anzahl.
360 25 0,02289
490 225 0,00003
640 625 0,00139
8100 1225 0,01433
10000 2025 0,00588
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Zuerst erhalten wir mit Formel (16)

o, =\/%D2[di ~(atm+ B)] =0,173 mm.

Die Gleichungen (17) und (18), ich benutze jewdits unterste Variante, lie-
fern als Fehler

02=0,0019 mm undy=0,12 mm
Zusammengefasst bekommen wir also:

a'=(0,094320,0019) mm
b'=(2,19+0,12) mm

Die Steigungg’ gibt an, wie dick ein Blatt des Buches (durchstthah) ist.

Wir haben also das Buchquant bestimmt, und das mitcRehlerangabe!
Dery-Achsenabschnity’ gibt die Dicke des unteren Buchdeckels an, aleo d
Dicke, wenn Null Blatt Papier gemessen werden. &zlisammen ergibt die
Buchgleichung

BuchdickeD = a’-m+2b’.

Im rechten Summanden steht ein Faktor 2, weil rmaugh noch den oberen
Buctdeckd zur gesamten Dicke rhnen miss.

Die Buchgleichung in diesem Beispiel entsprichteeinNaturgesetz, und und b’ entspre-
chen Materialparametern. Sie gelten immer nur ftirbestimmtes Buch, in diesem Fall war
es Kohlrausch, Praktische Physik, 22. Auflage, BT&@bner, Stuttgart, 1968.

Bis hierhin haben wir die allgemeine Form der Ine@aRegression besprochen. Es gibt einen
wichtigen Spezialfall, bei dem man etwas andereniétm benutzen darf und sich einige Ar-
beit sparen kann: Wenn dgiAchsenabschnitt Null ist und sich daher die Regjoesgerade
alsy=a-x schreiben 1aRt. Aber Achtung! Uberlegen Sie siather griindlich, ob das wirklich
der Fall ist! Diese einfache Variante dirfen Siehhibenutzen, wenn dgrAchsenabschnitt
nur klein, aber vorhanden ist. Er maaktNull sein, wie etwa beim Zusammenhang zwi-
schen der Lange einer Strecke und der Zeit, digiehtstrahl braucht, um sie zuriickzulegen.
Fur eine solche lineare Regressoturch Null gelten folgende Formeln, mit denen man die
beste Schatzurg der Steigung und deren Fehler bekommt:

Die Standardabweichung der Einzelmessung von dgreRgionsgeraden ist analog zu Gl.
(16)

1 N , 2
Jy=\/N—_1[§[yi—aDg] . 1§2
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Hier wird in der Wurzel jedoch durdi1 geteilt, weil wir es nur mit einem Parametertazu
haben. Die beste Schatzung fir die Steigung ist

2% Oy -
S (22)

und als beste Schatzung des Fehlers ergibt sich

o, =0, D/zl)g , 23)

wobei die Summen immer vaal bisN laufen.

a=

Manchmal geben Rechenprogramme aul3er Steigung-etisenabschnitt auch noch einen
Koeffizienten aus, der meiBtheil3t. Es handelt sich dabei um den Pearson’samgririschen
Korrelationskoeffizienten. Er ist definiert als

Sxy
s &4
N
mit den Definitionen Gl. (15) un&’ =ﬁ2( y—_y)2 . R kann Werte zwischen -1 und 1
“di=

annehmen und dient zur Uberprifung, ob die gemessBaten tatsachlich einen linearen
Zusammenhang haben. Fe+1 oder -1 liegen alle Mel3punkte exakt auf einera@en. Das
Vorzeichen gibt nur an, ob deren Steigung positigranegativ ist. FUR=0 besteht Uiberhaupt
kein linearer Zusammenhang. Die Betonung liegt higrlinear, denn die Grol3enundy
kénnen dann sehr wohl noch nichtlinear und im Caagn auch deutlich erkennbar korreliert
sein.
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